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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit einem eindimensionalen Wärmeleitungsproblem:
Das Ende eines Stabes wird auf eine vorgegebene Temperatur erwärmt, diesen Prozeß kon-
trolliert eine PI-Regelung. Es werden verschiedene Randbedingungen für das Stabende be-
trachtet. Anforderungen an die Regelung sowie deren Parametrisierung für die verschiedenen
Randbedingungen werden diskutiert.
Es folgt die numerische Simulation des Vorgangs, wobei die Programmiersprache Julia [1]
Anwendung findet. Hierzu wird die instationäre Wärmeleitungsgleichung zunächst manuell
mit dem Finite-Differenzen-Verfahren FTCS (Abkürzung für engl.: Forward-Time Central-
Space) numerisch gelöst und anschließend kommt die vertikale Linienmethode in Verbindung
mit generischen Lösern zum Einsatz.
Es folgt der Vergleich des zuvor verwendeten expliziten Euler-Verfahrens mit ausgewählten
Julia-Lösern. Ein Datensatz wird erstellt, um die Temperaturverläufe der verschiedenen Ab-
schnitte des Stabes während der Erwärmung zu erfassen. Die so gewonnenen Temperaturver-
läufe dienen dazu, mithilfe von maschinellem Lernen die Reglerparameter zu finden, welche
die PI-Regelung bei der Erwärmung des Stabes verwendet hat. Dabei werden verschiedene
Optimierungsalgorithmen verglichen. Außerdem wird untersucht, wie viel Information, d.h.
die Temperaturverläufe von wie vielen Ortspunkten, zum sicheren Auffinden der Parameter
erforderlich sind.

Abstract

This thesis deals with a one dimensional heat conduction problem: the end of a rod is heated
to a given temperature. This process is controlled by a PI controller. Different boundary
conditions for the end of the rod are considered. Requirements for the control as well as the
parametrization for the different boundary conditions are discussed.
Afterwards the process is simulated numerically using the Julia programming language.
Therefore the instationary heat conduction equation is firstly solved manually using the
numerical finite difference method FTCS (Forward-Time Central-Space) and after that the
vertical line method in connection with generic solvers is used.
The previously used explicit Euler-method is compared with selected Julia solvers. A data
set is created that contains the temperature distribution of the different sections of the
rod during heating. After that the collected temperature distributions are used to identify
through the application of machine learning the control parameters that the PI controller
has used during heating. Different optimization algorithms are compared. In addition it is
examined how much information, i.e. the temperature distribution of how many location
points is needed to reliably identify the parameters.
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1 Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es, mithilfe von maschinellem Lernen (engl.: Machine Learning, ML)
anhand des Verlaufs der Temperaturverteilung in einem Stab feststellen zu können, welche
Reglerparameter von einer PI-Temperaturregelung verwendet wurden, um diesen Stab zu
erwärmen. Bekannt sind dabei die Materialeigenschaften des Stabes, die Umgebungstempe-
ratur sowie Anfangstemperatur und Temperaturverlauf an verschiedenen Orten des Stabes.

Abb. 1.1: Ablauf

Als Regelstrecke wurde ein Kupferstab der Länge l = 0.3 Meter angenommen. Aufgrund der
im Vergleich zur Länge sehr geringen Dicke des Stabes, kann dieser als eindimensional be-
trachtet werden. Wie in Abb. 1.1 dargestellt soll dieser am linken Ende (x1, x = 0m) erwärmt
werden mit dem Ziel, das rechte Ende (x11, x = 0.3m) auf eine vorgegebene Temperatur Ëref

zu heizen. Der Mantel des Stabes (x2 bis x10) wurde als thermisch perfekt isoliert betrachtet,
innere Quellen oder Senken waren nicht vorhanden. Somit ist ein Wärmeübergang an die
Umgebung lediglich an den Rändern x1 und x11 möglich und die Wärme breitet sich aus-
schließlich in x-Richtung aus.
Im Rahmen dieser Arbeit wurden die Projekte PiSlider [33] und PI_OdeSolve_ML [32] in
der Programmiersprache Julia [1] erstellt.

Die Temperaturverteilungen, anhand derer die Software den Proportional- und Integralan-
teil der Regelung erlernt, mussten zunächst durch Simulation erzeugt werden. Dazu wurde
das System in einem ersten Schritt ohne Zuhilfenahme eines numerischen Lösers oder Julia-
Paketes für Finite Differenzen oder ähnliche Methoden diskretisiert. Die örtlichen und zeit-
lichen Ableitungen der Wärmeleitungsgleichung wurden nach der FTCS-Methode (Forward-
in-Time-Centered-in-Space) approximiert, wie in Abschnitt 4.1 beschrieben. Das so erhalte-
ne lineare Gleichungssystem wurde im Projekt PiSlider verwendet, um verschiedene rechte
Randbedingungen zu simulieren und jeweils passende Werte für die Regelparameter zu er-
mitteln. Folgende Randbedingungen (RB) wurden, wie in Abschnitt 2.2 diskutiert, für den
rechten Grenzübergang untersucht:

- Neumann-RB (hohe angenommene thermischen Verluste)
- adiabate RB (thermische Isolierung) und

7



KAPITEL 1. EINLEITUNG

- natürliche RB (Wärmeübergang durch Strahlung, Konvektion und Konduktion).

Im nächsten Schritt wurde die vertikale Linienmethode (englisch: method of lines) verwendet
(siehe z.B. [8, S. 151]) und das Projekt PI_OdeSolve_ML [32] erstellt. Hierbei wurde nur
bezüglich der örtliche Variablen x mit der Finite-Differenzen-Methode diskretisiert (Semi-
diskretisierung, vgl Abschn. 4.2). Das so entstandene System gewöhnlicher Differentialglei-
chungen bezüglich der Zeit wurde einem generischen Löser übergeben. Im Unterschied zum
FTCS-Verfahren bot diese Methode Flexibilität in der Wahl des Verfahrens für die Approxi-
mation der Zeitableitung. Beispielsweise kann durch adaptive Steuerung der Zeitschrittweite
der Rechenaufwand reduziert werden. Der Euler-Solver (explizites Euler-Verfahren) wurde
mit Verfahren mit adaptiver Zeitschrittweite verglichen.
Es wurde das Programm pi_solver_datagen im Projekt PI_OdeSolve_ML [32] entwickelt,
um die Temperaturverläufe für alle Ortspunkte des Stabes zu berechnen. Dabei verwendet
der Algorithmus die zuvor mithilfe von PiSlider gefundenen Reglerparameter.

Schließlich wurden die so gewonnenen Temperaturverläufe benutzt, um mithilfe von ML zu
ermitteln, welche Reglerparameter die Temperaturregelung beim Erwärmen des Stabes ver-
wendet hat. Hierbei wurden verschiedene Optimierungsverfahren hinsichtlich ihrer Geschwin-
digkeit und Genauigkeit verglichen. Außerdem wurde untersucht, wie viel Informationen
(Anzahl der Ortspunkte, deren Temperaturverläufe verwendet werden) der ML-Algorithmus
benötigt, um ein Ergebnis von hoher Genauigkeit zu erreichen.

Anmerkung zu den vorgenommenen Vereinfachungen

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass die Materialeigenschaften des Stabes in allen
Stabsegmenten gleich sind und der Kupferstab auch bei großen Temperaturunterschieden
seine Temperaturleitfähigkeit nicht verändert.

Weiterhin wird die zeitliche (linke Seite der Wärmeleitungsgleichung) oder die räumliche
Ableitung (rechte Seite der Wärmeleitungsgleichung oder aber der Wärmefluss) gelegentlich
separat betrachtet. Auch wenn hierbei nur nach einer Größe abgeleitet wird, soll die Notation
für partielle Differentialgleichungen (ˆË/ˆ...) Anwendung finden, da diese Teilbetrachtungen
in den Kontext der Wärmeleitungsgleichung (WLG) einzuordnen sind.

Genauigkeit und Wertebereich aller berechneten Größen sind durch das verwendete Format
für Dezimalzahlen (Float64) begrenzt.
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2 Grundlagen und Rahmenbedingungen

2.1 Modell für das eindimensionale Wärmeleitungsproblem

Modelliert wird die Temperaturverteilung in einem eindimensionalen Kupferstab der Länge
l = 0.3m, Ω = [0, l], der über einen Zeitraum von tf = 2100s (35 Minuten) erwärmt wird.
Der Wärmetransport im Stab wird durch die eindimensionale Wärmeleitungsgleichung (WLG)
in ihrer homogenen, instationären Form beschrieben.

2.1.1 Wärmeleitungsgleichung

Die Wärmeleitungsgleichung ist eine partielle Differentialgleichung, mit der sich die Ener-
giebilanz in einem Körper ( V ™ R

3) mit zeitlich veränderlichem (T œ R) Temperaturfeld
(instationäre Wärmeleitung) beschreiben lässt. In ihrer homogenen Form beschreibt sie das
Temperaturfeld eines festen Körpers ohne innere Wärmequellen oder -senken

fl c ˆË(s,t)
ˆt

= ≠Òq(s, t) , (s, t) œ V ◊ (0, T ) .

Dabei ist fl die Dichte in [ kg

m3 ], c die spezifische Wärmekapazität in [ J
kg K

] und q die Wärme-

flussdichte in [ W
m2 ]. Siehe auch [20, S. 1ff]

Im dreidimensionalen Fall mit s =
1 x

y
z

2

ist der Gradient Òq(s, t) =

Q

c
c
a

ˆq(s,t)
ˆx

ˆq(s,t)
ˆy

ˆq(s,t)
ˆz

R

d
d
b

.

Nach dem Fourier’schen Gesetz
q = ≠⁄ · ÒË (2.1)

kann die Wärmeflussdichte ersetzt werden. Ë ist hierbei die Temperatur in [K], ⁄ die Wär-
meleitfähigkeit in

Ë
W

K m

È

.

Somit wird die Divergenz des Gradienten gebildet entsprechend

Ò ·
1

ÒË(s, t)
2

= div(ÒË(s, t) = ˆ2Ë(s,t)
ˆx2 + ˆ2Ë(s,t)

ˆy2 + ˆ2Ë(s,t)
ˆz2 = ΔË(s, t)

und man erhält

flcˆË(s,t)
ˆt

= ⁄ · ΔË(s, t) (2.2)

mit dem Laplaceoperator Δ.

Während die rechte Seite der WLG die Änderung des Wärmeflusses in Abhängigkeit vom
Ort beschreibt, drückt die linke Seite die Änderung der inneren Energie über die Zeit aus.
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN UND RAHMENBEDINGUNGEN

Die Wärmeenergie, welche benötigt wird um einen Körper von einer Temperatur Ë1 auf die
Temperatur Ë2 zu erwärmen, wird beschrieben durch

Q = mc ΔË mit ΔË = (Ë2 ≠ Ë1)

Drückt man die Masse m des Stababschnitts durch sein Volumen V und seine Dichte fl aus,
wobei das Volumen wiederum durch die Fläche A und den betrachteten Streckenabschnitt
Δx beschrieben werden kann, ergibt sich für den betrachteten Abschnitt

Qn =

m
˙ ˝¸ ˚

A Δx
¸ ˚˙ ˝

V

fl c ΔË mit der Differenz Δx = (xout ≠ xin) .

Somit kann die Änderung der inneren Energie pro Volumeneinheit im Stab ausgedrückt
werden durch

ˆQn

ˆt
= flcˆË

ˆt
. (2.3)

Mit der Wärmemenge Qn ist dabei der Nettowärmestrom gemeint, der dem betrachteten
Stababschnitt insgesamt zu- oder abgeführt wurde [11]

ˆQn

ˆt
= ˆQin

ˆt
≠

ˆQout

ˆt
.

Fließt also mehr Wärme in ein Element (auch der Stab als Ganzes kann als solches betrachtet
werden) hinein als am anderen Ende herausströmt, erhöht sich dessen thermische Energie
und er erwärmt sich entsprechend (2.3). Dann liegt der instationäre Fall vor.
Ist dagegen die Solltemperatur erreicht, darf am linken Ende nur noch so viel Energie zuge-
führt werden, wie am rechten Ende abgegeben wird, damit die Temperatur im Stab konstant
bleibt, d.h. im stationären Fall gilt

ˆQ

ˆt
= ˆË

ˆt
= 0.

In dieser Arbeit wird die instationäre Form der WLG entsprechend (2.2) untersucht. Bei
eindimensionaler Betrachtung vereinfacht sich der Laplace-Operator zur zweiten Ableitung
in x-Richtung und die Änderungsrate der Temperatur kann wie folgt berechnet werden.

ˆË(t,x)
ˆt

= – · ˆ2Ë(t,x)
ˆx2 für (t, x) œ (0, tf) ◊ Ω

mit Anfangsbedingung Ë(0, x) = Ë0(x) für x œ Ω

und den Randbedingungen ⁄
ˆË(t,x)

ˆx
n̨ =

I

qin(t, x) für x = 0
qend(t, x) für x = L

Dabei ist
– = ⁄

flc
in

Ë
m2

s

È

die Temperaturleitfähigkeit und
n̨ der Normaleneinheitsvektor auf dem jeweiligen Rand bei x = 0 bzw. x = l.

Eine detaillierte Beschreibung der betrachteten Randbedingungen findet sich in Abschnitt
2.2 .
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN UND RAHMENBEDINGUNGEN

Diskretisierung

Der Stab ist durch 11 Ortspunkte (nx = 11, x1 bis x11) in 10 Segmente ((nx ≠ 1) = 10)
unterteilt.

Die rechte Seite der WLG (zweite Ableitung nach der Variablen x) wurde mithilfe von Finiten
Differenzen approximiert durch den zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung (vgl.
Abschn. 4.1.1).
Zur Diskretisierung der linken Seite (erste Ableitung nach der Variable t) wurde

- im Projekt PiSlider [33] zunächst das explizite Euler-Verfahren (vgl. Abschn. 4.1.3) und
- im Projekt PI_OdeSolve_ML [32] verschiedene generische Solver (vgl. Abschn. 4.2)

verwendet.
Das Simulationsgebiet zeigt Abb. 2.1.

Abb. 2.1: Simulationsgebiet

Anfangsbedingung

Zu Beginn des Heizvorgangs, d.h. zum Zeitpunkt t0, soll der gesamte Stab Umgebungstem-
peratur (Ëamb) haben. Diese entspricht annähernd Raumtemperatur:

Ë(0, x) = Ëamb = 293K , d.h. Ë1
i = 293K für i = 1...11.

2.2 Randbedingungen

Wie bereits festgestellt, soll sich die Wärme nur entlang der x-Achse ausbreiten, d.h. ein
Energieaustausch zwischen Stab und Umgebung kann nur an den Rändern des Stabes (x1

und x11) stattfinden. Es gibt außerdem keine inneren Quellen oder Senken.

Unterscheidet sich die Umgebungstemperatur von der des Stabes, kann Wärme über die
Ränder hinein- oder herausströmen. Eine solche Wärmeübertragung ist quantitativ durch
die Wärmeflussdichte q beschrieben. Diese wird definiert als die über den Rand übertragene

11



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN UND RAHMENBEDINGUNGEN

thermische Energie, bezogen auf die Randfläche und die Zeit (sie wird daher in der Literatur
auch häufig mit q̇ bezeichnet). Die Wärmeflussdichte wird, abgeleitet vom Fourier’schen
Wärmeleitungsgesetz (Formel 2.1), berechnet nach

qn = ⁄ · ÒË|xn
· n̨ .

Im eindimensionalen Fall wird der Gradient jedoch zu einer partiellen Ableitung nach x

qn = ⁄ · ˆË
ˆx

-
-
-
xn

· n̨ in
Ë

W
m2

È

. (2.4)

Dabei ist

⁄ die Wärmeleitfähigkeit des Stabes in
Ë

W
K m

È

,

ˆË
ˆx

-
-
-
xn

die Änderung der Temperatur in Abhängigkeit vom Ort an der Stelle xn und

n̨ der nach außen weisende Normalenvektor der Randfläche (Einheitsnormale, l=1).

Abb. 2.2: Randbedingungen

Alle Randbedingungen (RB) werden über die Änderungsrate der Temperatur bzw. die Fluss-
dichte durch den Rand definiert, Dirichlet-RB werden nicht betrachtet (siehe Abb. 2.2).

2.2.1 Linke Seite: Neumann-Randbedingung

Bei allen verwendeten Szenarien findet ein Wärmefluss in das System über den linken Rand
statt. Mithilfe der so zugeführten Wärmemenge wird die Temperatur am rechten Stabende
geregelt.
Im Falle einer Neumann-RB ist der Gradient einer Größe auf dem Rand gegeben, bei eindi-
mensionaler Betrachtung also die partielle Ableitung nach x. Im hier untersuchten Fall ist
die Wärmeflussdichte durch das linke Stabende bekannt. Da der Wärmefluss eine zum Nor-
maleneinheitsvektor entgegengesetzte Orientierung hat, erhält sie ein negatives Vorzeichen.

q1(t) = ≠⁄
ˆË

ˆx

-
-
-
-
-
x=0

(2.5)
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN UND RAHMENBEDINGUNGEN

Mithilfe der PI-Regelung wird die Regeldifferenz [K] vom rechten Stabende auf die Wärme-
flussdichte

Ë
W
m2

È

am linken Rand abgebildet (vgl. Abschnitt 3.2).

q1(t) = u(t) ·
Ë

W
m2

·K

È

mit u(t) = max
31

ũp(t) + ũi(t)
2

, 0
4 (2.6)

Für das Stabende (rechter Rand) wurden 3 Szenarien betrachtet.

2.2.2 Rechte Seite, Szenario 1: Adiabate Randbedingung (homogene
Neumann-RB)

In diesem Fall kann nur über den linken Rand thermische Energie übertragen werden, der
rechte Rand wird – wie die Seiten des Stabes – als thermisch perfekt isoliert betrachtet.

q|x=l = 0

Abb. 3.1 (oberer Graph) zeigt das mit PI_Slider ermittelte Verhalten des Systems. Es han-
delt sich um eine integrierende Regelstrecke. Die Wärmeenergie kann sich im Stab verteilen,
jedoch nicht in die umgebende Luft abströmen.

2.2.3 Rechte Seite, Szenario 2: Natürliche Randbedingung

Hier ist eine Wärmeübertragung über den rechten Rand möglich. Wird das Stabende auf
eine höhere Temperatur erwärmt als die umgebende Luft, kann Wärme in die Umgebung
abströmen. Für diesen Wärmetransport sind drei Mechanismen verantwortlich:

Konduktion und Konvektion

Konduktion (Wärmeleitung): Wärmeleitung findet im Inneren eines Körpers (Wär-
medurchgang) oder zwischen zwei angrenzenden Körpern (Wärmeübergang) statt. Sie be-
schreibt den Übergang der kinetischen Energie von Partikeln von Bereichen höherer zu Be-
reichen niedrigerer Temperatur. [4]
Zwischen Stabende und Umgebung entsteht eine dünne laminare Grenzschicht mit einer sta-
gnierenden Luftschicht direkt am Stabende. Durch diesen „stehenden Film“ wird thermische
Energie durch Konduktion transportiert. (siehe [34])

Als Konvektion (Wärmeströmung) wird der Wärmetransport durch ein strömendes
Fluid (hier: Luft) bezeichnet. Eine erzwungene Konvektion (z.B. durch Druckunterschiede,
Wind) ist in unserem Szenario nicht vorhanden. Durch den Temperaturunterschied entsteht
jedoch in den zum stehenden Film angrenzenden Luftschichten Auftrieb und Wärme strömt
vom System weg.
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN UND RAHMENBEDINGUNGEN

Die Effekte von Konduktion und Konvektion in der angrenzenden laminaren Luftschicht
werden zusammengefasst und anhand des linearen Newton’schen Gesetzes der Wärmeleitung
wird die Wärmeflussdichte wie folgt berechnet (Robin-Randbedingung)

qcc(t) = h
1

Ë(t, x) ≠ Ëamb

2-
-
-
x=l

(2.7)

mit qcc durch Konduktion und Konvektion erzeugte Wärmeflussdichte über den rechten

Rand (Fluss hier in Richtung der Flächennormalen),

h gemeinsamer Wärmeüberganskoeffizient für Konduktion und Konvektion,

verwendet wurde h = 10 W
m2

·K
(Quelle: RWU, Stephan Scholz),

Ëend Temperatur des Stabendes und

Ëamb Umgebungstemperatur in einiger Entfernung vom Stab .

Wärmestrahlung

Das erwärmte Stabende emittiert elektromagnetische Wellen an die kühlere Umgebung (Wär-
meübertragung ohne Stofftransport). Sie wird unter Verwendung des Stefan-Boltzmann-
Gesetzes wie folgt berechnet:

qr(t) = kr

1

Ë(t, x) 4
≠ Ëamb

4
2-

-
-
x=l

(2.8)

mit qr

Ë
W
m2

È

durch Strahlung erzeugte Wärmeflussdichte,

kr Strahlungskoeffizient, der sich mit kr = ‘ · ‡ errechnet aus:

‘ = 0.78 Emissionsgrad Kupfer (stark oxidiert bei 20¶C , Quelle: [40]) und

‡ = 5.67 · 10≠8 Stefan-Boltzmann Konstante
Ë

W
m2

·K4

È

Für die Wärmeflussdichte durch das rechte Stabende ergibt sich somit für die natürliche
Randbedingung:

qend(t) = qcc(t) + qr(t)

Wie Abb. 3.2 zu entnehmen ist, zeigt auch diese Strecke integrierendes Verhalten. Die abge-
gebene Wärmemenge ist gegenüber der zugeführten Energie gering.

2.2.4 Rechte Seite, Szenario 3: Neumann-Randbedingung

In Abschn. 2.2.3 sind die Mechanismen berücksichtigt, die unter realen Bedingungen für
einen Wärmetransport vom Stab an die Umgebung infrage kommen. Unter realen Bedin-
gungen würde jedoch wesentlich mehr Energie abfließen, da auch über die Mantelfläche
Wärmeenergie abgegeben würde. Daher soll ein Szenario konstruiert werden, bei dem sich
das simulierte System wie ein reales System mit Ausgleich (PTn-Glied) verhält. Am rechten
Rand muss also ein wesentlich höherer Wärmeverlust entstehen.
Die Wärmeflussdichte am rechten Grenzübergang kann, wie an jedem anderen Punkt des Sta-
bes auch, mithilfe des Fourier’schen Wärmeleitungsgesetzes (Formel 2.1) beschrieben werden.
Angewendet auf den rechten Rand und im eindimensionalen Fall heißt das

qend(t) = ⁄
ˆË(t)

ˆx

-
-
-
x=l

, (2.9)
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN UND RAHMENBEDINGUNGEN

wobei das positive Vorzeichen der gleichen Orientierung von Wärmefluss und Normalenvek-
tor auf dem rechten Rand geschuldet ist.

Tatsächlich bildet sich zwischen Stab und umgebender Luft eine Grenzschicht mit einem
räumlich kontinuierlichen Wärmeübergang heraus. Die Änderungsrate der Temperatur an
der Stelle x = l ist dabei unbekannt. Bekannt ist lediglich die Temperatur des Stabendes und
die Umgebungstemperatur, die theoretisch in unendlich großer Entfernung vom Stab erreicht
wird, Ëamb. Für die Berechnungen der natürlichen Randbedingung werden diese Ausgleichs-
vorgänge zwischen Stab und umgebendem Medium durch Koeffizienten ausgedrückt. Diese
sind von den Medien abhängig, welche die Grenze bilden. Dazu gehören kr für die Strahlung
in Gleichung (2.8) und h für Konduktion und Konvektion in Gleichung (2.7).
Im Falle der Neumann-RB wird dagegen direkt die Änderungsrate der Temperatur an der
Stelle x = l vorgegeben. Da diese möglichst groß sein sollte, wurde die volle Temperatur-
differenz des Stabendes zur Umgebung auf ein Δx bezogen. Dies entspricht nicht der physi-
kalischen Realität, stellt jedoch sicher, dass sich am rechten Stabende ein stabiler Zustand
einstellt. Die Wärmeflussdichte am rechten Rand berechnet sich dann durch

qend(t) = ⁄
Ë(t,x)≠Ëamb

Δx

-
-
-
x=l

. (2.10)

Wie in Abb. 3.3 zu erkennen ist, zeigt diese Regelstrecke das angestrebte Verhalten eines
PTn-Gliedes.

In Abb. 2.3 ist für jede der drei Randbedingungen für das rechte Stabende jeweils der Tem-
peraturverlauf aller elf Ortspunkte während der Erwärmung des Stabes als Heatmap darge-
stellt.
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Abb. 2.3: Heatmaps für die verschiedenen rechten RB
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3 Regelung

Im konkreten, in dieser Arbeit simulierten Fall, war das Ziel die Regelung des rechten Sta-
bendes von einer

Anfangstemperatur Ë(0, x) = 293K auf eine

Solltemperatur Ëref (t) = 360K .

Verwendet wurde ein einschleifiger Regler mit Ausgangsrückführung mit

Regelgröße y(t) = Ë(t, x) bei x = l und

Stellgröße u(t) = q(t, x) bei x = 0 .

Es wurde eine Festwertregelung (konstanter Sollwert Ëref ) simuliert. Geregelt wird kontinu-
ierlich, die Stellgroße kann jeden Zwischenwert annehmen, soweit Genauigkeit und Werte-
bereich des verwendeten Formats für Dezimalzahlen (Float64) dies zulassen.
Der verwendete Algorithmus ist der einer PI-Regelung (siehe Abschn. 3.2). Da aufgrund der
Trägheit des Systems die Änderungsrate der Regeldifferenz sehr gering ist, war ein Differen-
tialanteil nicht sinnvoll. Der Algorithmus des PI-Reglers wird in Abschnitt 3.2 erläutert.

3.1 Anforderungen

Bei der Wahl der Regelparameter wurde nicht die optimale Dimensionierung des Reglers an-
gestrebt, es sollte jedoch ein realistischer Verlauf für den Regelungsvorgang erzeugt werden.
Folgende Anforderungen wurden an die Regelung gestellt:

Geschwindigkeit und Genauigkeit

Innerhalb von 20min (T1 = 1200s) soll sich am Stabende eine Abweichung <5% vom Refe-
renzwert eingestellt haben, d.h.

lim
tæT1

-
-
-

Ëref (t)≠y(t)

Ëref (t)

-
-
- < 0.05 = 5% und (3.1)

lim
tæT1

|Ëref (t)≠y(t)| < 3.35K . (3.2)

Im Fall der natürlichen RB wird dies bereits nach weniger als 10 Minuten und bei der adiaba-
ten RB nach knapp 15 Minuten erreicht. Obwohl das System mit natürlicher RB am rechten
Ende Wärmeenergie abgibt, wird der stabile Zustand also schneller erreicht als bei der adia-
baten RB. Das liegt daran, dass die Regelung hier mit einem höheren Proportionalbeiwert
arbeiten kann.
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KAPITEL 3. REGELUNG

Am Ende des Simulationszeitraumes (tf=2100s) soll die Abweichung vom Referenzwert <2%
sein

lim
tætf

-
-
-

Ëref (t)≠y(t)

Ëref (t)

-
-
- < 0.02 = 2% und (3.3)

lim
tætf

|Ëref (t)≠y(t)| < 1.34K . (3.4)

Ein dauerhaftes Überschreiten des Referenzwertes aufgrund von Integration wird nicht tole-
riert.

3.2 Regelalgorithmus

Die Temperatur am rechten Stabende aus der Simulation des Prozesses dient als Regelgröße.
Aus der Differenz zum Sollwert, der Regeldifferenz

1

Ëref (t) ≠ Ë(t, l)
2

wird der Wärmefluss berechnet, der am linken Rand in den Stab hineinströmt. Wie in Ab-
schnitt 3 festgestellt, wurde das Modell eines PI-Reglers verwendet mit

Proportionalanteil ũp(t) = Kp

1

Ëref (t) ≠ Ë(t, l)
2

und

Integralanteil ũi(t) = Ki

⁄ ·

0

1

Ëref (t) ≠ Ë(t, l)
2

d· mit Ki = Kp

Tn
.

Somit ergibt sich als Zwischenergebnis für die Stellgröße

ũ(t) = ũp(t) + ũi(t) .

Da als Stellglied ein Heizelement angenommen wird, welches den Stab erwärmen, nicht aber
kühlen kann, darf die Stellgröße nicht negativ werden. Sie wird daher wie folgt korrigiert:

u(t) = max(ũ(t), 0) .

Dabei ist

Kp Proportionalbeiwert

Ki Integrierbeiwert

Tn Nachstellzeit

Ë(t, l) simulierte Temperatur am rechten Rand zum aktuellen Zeitpunkt, Ist-Wert

Ëref (t) vorgegebener Referenzwert für das Stabende (hier: konstant) Soll-Wert

ũ(t) Zwischenergebnis, Stellgröße

u(t) Endergebnis, Ausgangsgröße des Reglers, Stellgröße
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KAPITEL 3. REGELUNG

Durch die Diskretisierung des Systems wird bei der Berechnung des Ki-Anteils das Integral
zu einer Summe. Bei einem Abtastintervall von Tsamp > Δt ergibt sich

ũi(tm) = Ki
nÿ

k=1

(Ëtk

end ≠ Ëtk

ref ) · Tsamp mit tk = k · Tsamp . (3.5)

Abtastrate: Aufgrund der Diskretisierung mit 11 Ortspunkten in x-Richtung (10 Stabab-
schnitte) kann das Steuersignal frühestens nach 11 Zeitintervallen Δt einen Effekt auf die
Regelgröße haben.
Zunächst wurde daher eine Samplezeit von Tsamp = (nx) · Δt für die Berechnung des erfor-
derlichen Wärmestroms durch den linken Rand implementiert sowie eine Ansteuerung mit
Impulsen. Dafür waren zusätzliche Funktionen notwendig sowie ein Zähler bzw. – bei Ver-
wendung eines generischen Lösers - ein discretecallback.
Es stellte sich jedoch heraus, dass die Temperaturänderung am rechten Ende so langsam
erfolgt, dass selbst bei integrierender Regelstrecke (adiabate und natürliche RB) eine zeit-
kontinuierliche Ansteuerung und eine Berechnung des Steuersignals in jedem Zeitintervall
keine Nachteile hat.
Im Programm Pi_Slider wird die Samplezeit verwendet, um die Messintervalle eines Sensors
abzubilden und das Modell realistischer zu gestalten. Die Regelung liefert allerdings im Un-
terschied zum ersten Ansatz ein zeitkontinuierliches Ausgangssignal (halten des berechneten
Ausgangswertes für die Dauer von Tsamp).
Im Projekt PI_OdeSolv_ML wird dagegen für jeden Zeitschritt Δt auch die Stellgröße
berechnet. Das vereinfacht nicht nur den Programmfluss, sondern ermöglicht es auch, die
Regeldifferenz als Ableitung des Fehlerintegrals in das Differentialgleichungssystem einzube-
ziehen (siehe Abschnitt 4.2).

Eine weitere Besonderheit des Projekts Pi_Slider ist, dass hier die Steuergröße begrenzt wur-
de und bei Erreichen dieses Maximums die Integration des Fehlers gestoppt wird (ähnlich
Clamping). In allen folgenden Projekten wurde im Unterschied dazu vereinfachend ange-
nommen, dass das Heizelement am linken Ende eine unbegrenzte Leistung liefern kann.

3.3 Reglerparametrierung für die verschiedenen

Randbedingungen

Die Parameter wurden mit dem Programm PiSlider.jl (Bestandteil des Projekts Pi_Slider)
iterativ anhand der grafischen Darstellung des Regelungsvorgangs und der Wertetabellen
ermittelt. Dabei haben folgende Überlegungen zum Verhalten des geschlossenen Regelkreises
eine Rolle gespielt:

3.3.1 Vorüberlegungen

Zur adiabatischen und natürlichen RB

Die Wärme kann sich im Stab verteilen, jedoch nicht (adiabatische) bzw. nur in sehr ge-
ringem Maß (natürliche RB) an die Umgebung abfließen. Ein sehr schneller Anstieg mit
Überschwingen der Temperatur am rechten Stabende kann nicht toleriert werden, da dies ei-
ne dauerhafte Überschreitung des Sollwertes zur Folge hätte. Diese Systeme werden daher im
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Vergleich zur Neumann-RB mit einem deutlich geringeren Proportionalbeiwert angesteuert.
Das Verhalten beider Systeme zeigen die Abbildungen 3.1 und 3.2 anhand von Sprungant-
wort und Regelungsvorgang.

Abb. 3.1: Adiabate RB, erstellt mit PiSlider

Abb. 3.2: Natürliche RB, erstellt mit PiSlider
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Im Falle einer integrierenden Regelstrecke muss außerdem der Integralanteil deaktiviert sein
(Ki = 0). Hier tritt auch bei einem reinen P-Regler keine bleibende Regelabweichung auf,
der I-Anteil ist also verzichtbar. Im Gegenteil, solange die Temperatur des Stabendes nied-
riger als die Zieltemperatur ist, würde der Fehler integriert, d.h. der Integralanteil steigt
und trägt zum Wärmestrom bei. Mit Erreichen der Zieltemperatur verschwindet der propor-
tionale Anteil, der integrale würde jedoch weiterhin einen Wärmestrom erzeugen. Erst ein
Überschreiten der Zieltemperatur würde zu einer negativen Regeldifferenz führen und den
I-Anteil wieder verringern. Da jedoch am rechten Rand keine bzw. nur sehr wenig Wärme
abfließt, kann das Stabende nicht oder nur extrem langsam abkühlen und die Zieltemperatur
würde wiederum langandauernd überschritten.

Zur Neumann-RB

Hier handelt es sich um ein System mit Ausgleich. Aufgrund der hohen Wärmeverluste am
rechten Grenzübergang werden am linken Stabende im Vergleich mit den anderen RB die
größten Flussdichten benötigt, wie auch Abb. 3.3 zu entnehmen ist.

Abb. 3.3: Neumann-RB, erstellt mit PiSlider

Abb. 3.4: Linkes/rechtes Stabende bei Neumann-RB
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Hier wird ein sehr viel höherer Proportionalbeiwert verwendet. Ein mäßiges Überschwingen
der Regelgröße kann toleriert werden. Es gleicht sich vor Erreichen des stationären Endwertes
wieder aus. Ein I-Anteil wird benötigt, um die bleibende Regelabweichung des P-Reglers
zu korrigieren. Nach Erreichen des Sollwertes muss eine konstante, vergleichsweise große
Energiemenge zugeführt werden um zu verhindern, dass sich der Stab wieder abkühlt.
Wie Abb. 3.4 zeigt, wurden in der Simulation am linken Stabende tatsächlich Temperaturen
von über 1000 Kelvin erreicht. Unter diesen Bedingungen würde dieser Teil des Stabes bereits
glühen. Der Einfachheit halber wurde dies bei der Reglerauslegung jedoch ignoriert.

3.3.2 Regelparameter für die jeweiligen RB

Folgende Werte wurden für die drei RB des rechten Stabendes ermittelt, um die oben ge-
nannten Anforderungen zu erfüllen:

AdiabatischeRB Natürliche RB Neumann-RB

Kp 2 590 3 485 40 000

Ki 0 0 50

Tab. 3.1: Reglerparameter

22



4 Diskretisierung der instationären
Wärmeleitungsgleichung

4.1 Diskretisierung nach dem

Forward-Time-Centered-Space-Verfahren (FTCS)

Das FTCS-Verfahren ist ein Finite-Differenzen-Verfahren. Der eindimensionale Stab wird
dabei durch endlich viele äquidistante Punkte in x-Richtung angenähert und der zeitliche
Verlauf durch endlich viele äquidistante Zeitpunkte (s. Abb. 4.1). Die partiellen Ableitungen
werden durch Differenzenquotienten approximiert.
Die Temperaturwerte für alle Ortspunkte werden dabei aus den bekannten Werten zum
vorangegangenen Zeitpunkt ermittelt (explizites Verfahren). Siehe [5]

Abb. 4.1: Diskretisierung

Dabei ist Ëm
i = Ë(tm, xi) mit xi = (i ≠ 1) · Δx und tm = (m ≠ 1) · Δt, wobei das Δ für die

Schrittweite steht.
Es wird (m≠1) verwendet, weil aufgrund der eins-basierten Array-Indizierung bei Julia auch
die Ortspunkte nicht bei x0, sondern bei x1 und Simulationszeit bei t1 beginnt. Somit ist
beispielsweise nach einem Δx der Punkt x2 erreicht.

4.1.1 Räumliche Diskretisierung

Wie eingangs festgestellt, wird die zweite Ortsableitung in der rechten Seite der WLG durch
finite Differenzen approxomiert, d.h. mithilfe einer endlichen Anzahl von gleichmäßig entlang
der x-Achse angeordneten Punkten.
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KAPITEL 4. DISKRETISIERUNG DER INSTATIONÄREN

WÄRMELEITUNGSGLEICHUNG

Betrachtet werden zunächst die drei benachbarten Punkte Ëm
i≠1 , Ëm

i und Ëm
i+1, die jeweils im

Abstand von Δx angeordnet sind. Für eine analytische Funktion lässt sich der Funktionswert
an einer benachbarten Stelle mithilfe der Taylorreihenentwicklung an der Stelle xi darstellen
durch

f(xi+1) = f(xi + Δx)

= f(xi) +
Œÿ

n=1

(Δx)n

n!

ˆnf(xi)

ˆxn
(4.1)

= f(xi) + Δx
ˆf(xi)

ˆx
+

(Δx)2

2!

ˆ2f(xi)

ˆx2
+

(Δx)3

3!

ˆ3f(xi)

ˆx3
+ O(Δx)4, (4.2)

nachzulesen beispielsweise bei [28, S. 4ff.]). Analog erhält man für die rückwärtige Taylor-
reihenentwicklung

f(xi≠1) = f
1

xi + (≠Δx)
2

= f(xi) +
Œÿ

n=1

5

±
(Δx)n

n!

6
ˆnf(xi)

ˆxn
mit

Y

]

[

+ für gerade n

≠ für ungerade n

= f(xi) ≠ Δx
ˆf(xi)

ˆx
+

(Δx)2

2!

ˆ2f(xi)

ˆx2
≠

(Δx)3

3!

ˆ3f(xi)

ˆx3
+ O(Δx)4. (4.3)

Durch O(Δx)4 wird der durch das Abschneiden nach dem dritten Glied entstandene Fehler
durch den für x < 1 führenden Fehlerterm bezeichnet [6]. Das Polynom 3. Grades wurde
verwendet, da dann im nächsten Schritt sichtbar wird, dass das 3. Glied - wie auch die nach-
folgenden Glieder mit ungeraden Exponenten - verschwindet und nicht zum Fehler beiträgt.
Addiert man nun Gleichung 4.2 und 4.3 zu

f(xi+1) + f(xi≠1) = 2f(xi) +
(Δx)2 ˆ2f(xi)

ˆx2
+ O(Δx)4

und löst nach ˆ2f(xi)
x2 auf, ergibt sich

ˆ2f(xi)

x2
=

f(xi+1) ≠ 2f(xi) + f(xi≠1)

(Δx)2
+ O(Δx2) .

Das Verfahren erhält die Konsistenzordnung 2 (vgl. auch [10, S. 77]) .
Entsprechend kann der zentrale Differenzenquotient zweiter Ordnung für Ëm

i wie folgt for-
muliert werden

ˆ2Ëm
i

ˆx2
=

Ëm
i+1 ≠ 2Ëm

i + Ëm
i≠1

Δx2
(4.4)

=
1

(Δx)2
·

Ë

1 ≠2 1
È

·

S

W
U

Ëm
i≠1

Ëm
i

Ëm
i+1

T

X
V . (4.5)
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WÄRMELEITUNGSGLEICHUNG

4.1.2 Einbau der Randbedingungen

Die in Gleichung (4.4) beschriebene Diskretisierung der Ortsableitung ist für die Ortspunkte
auf den Rändern nicht anwendbar, da die Temperaturen unmittelbar jenseits der Ränder
unbekannt sind. Bestimmbar ist dagegen die Wärmeflussdichte des durch den Rand strö-
menden Flusses.

Zunächst soll der linke Rand bei x1 betrachtet werden.
Entwickelt man nach Formel (4.1) die Taylorreihe an der Stelle x1 vorwärts bis zum zweiten
Glied

Ëx2
= Ëx1

+ Δx
ˆËx1

ˆx
+

(Δx)2

2
·

ˆ2Ëx1

ˆx2

und stellt dieses Polynom 2. Grades nach ˆ2Ëx1

ˆx2 um, erhält man

ˆ2Ëx1

ˆx2
=

2

(Δx)2

3

Ëx2
≠ Ëx1

≠ Δx
ˆËx1

ˆx

4

.

Nach Gleichung 2.4 kann im letzten Term ˆËx1

ˆx
ersetzt werden

ˆËx1

ˆx
= ≠q

x1

⁄
.

Somit wird die 2. Ableitung nach x an der Stelle x1 zu

ˆ2Ëx1

ˆx2
=

1

(Δx)2

Ë

≠2 2
È

C

Ëx1

Ëx2

D

+
2qx1

Δx ⁄
. (4.6)

Für den rechten Rand bei xnx ergibt sich unter Verwendung der rückwärtigen Taylorrei-
henentwicklung und bei Beachtung der gleichen Orientierung von Flussvektor und Flächen-
normaler

ˆ2Ëxnx

ˆx2
=

1

(Δx)2

Ë

2 ≠2
È

C

Ëxnx≠1

Ëxnx

D

≠

2qxnx

Δx ⁄
. (4.7)

Im Fall der adiabatischen rechten Randbedingung entfällt der rechte Term, d.h. qx11
= 0.

Im folgenden wird zur Bezeichnung der Temperatur an einem bestimmten Ortspunkt anstelle
von Ëxi

vereinfachend Ëi verwendet. Analog wird die Wärmeflussdichte am Ort xi mit qi

bezeichnet.

4.1.3 Zeitliche Diskretisierung

Die linke Seite der Wärmeleitungsgleichung wird nach dem expliziten Euler-Verfahren oder
wiederum anhand der Taylorreihenentwicklung angenähert, nun allerdings für die zeitliche
Dimension. Für die erste Ableitung nach der Zeit wird jedoch nur das Taylorpolynom 1.
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Grades benötigt
1

vgl. Formel (4.2 )
2

. Entwickelt wird am Zeitpunkt t = tm, allerdings wird

für Ëtm ebenfalls verkürzt Ëm geschrieben, d.h.

Ëm+1
i = Ëm

i +
ˆËm

i

ˆt
Δt + O(Δt)2 .

Der loakle Fehler für einen einzelnen Schritt ist propotional zu (Δt)2, das explizite Euler-
Verfahren hat somit die lokale Fehlerordnung 2. Laut [10, S. 33f.] erhält ein Einschrittverfah-
ren wie das explizite Euler-Verfahren Konsistenzordnung p, wenn es die lokale Fehlerordnung
p + 1 hat. Die Methode hat also nur Konsistenzordnung 1. Das Auflösen nach der ersten Ab-
leitung führt zu

ˆËm
i

ˆt
=

Ëm+1
i ≠ Ëm

i

Δt
+ O(Δt) .

Der globale Diskretisierungsfehler für dieses Verfahren hat ebenfalls die Größenordnung
(Δt)p, ist also proportional zu Δt. Der Beweis ist bei von Harrach nachzulesen [10, S. 33ff].
Das explizite Euler-Verfahren verfügt somit über die Konvergenzordnung 1.

Die meisten in Julia verfügbaren Löser (häufig Runge-Kutta-Verfahren) können wesentlich
höhere Genauigkeiten liefern, Toleranzen für den lokalen Fehler können explizit vorgegeben
werden.

Das numerische Schema für die homogene WLG mit dem FTCS-Verfahren lautet somit

Ëm+1
i ≠ Ëm

i

Δt
=

–

(Δx)2
(Ëm

i≠1 ≠ 2Ëm
i + Ëm

i+1)

und als Algorithmus für die unbekannte Temperatur zum neuen Zeitpunkt (tm+1) am Ort
xi ergibt sich nach Umstellen

Ëm+1
i = Ëm

i +
– Δt

(Δx)2
(Ëm

i≠1 ≠ 2Ëm
i + Ëm

i+1) . (4.8)

Dies gilt jedoch nur für das Stabinnere (Ω = (0, l)). In Abschn. 4.1.5 wird das lineare
Gleichungssystem für das gesamte System aufgestellt, inklusive der Randbedingungen. Zuvor
soll jedoch die Stabilität der Methode betrachtet werden.

4.1.4 Stabilität des FTCS-Verfahrens

Gleichung (4.8) kann auch folgendermaßen geschrieben werden

Ëm+1
i =

– Δt

(Δx)2
Ëm

i≠1 +

A

1 ≠ 2
– Δt

(Δx)2

B

Ëm
i +

– Δt

(Δx)2
Ëm

i+1 .

Der Koeffizient wird zur Neumann-Zahl Ne zusammengefasst

Ne = – Δt
(Δx)2

und die homogene Wärmeleitungsgleichung wird zu

Ëm+1
i = Ne Ëm

i≠1 + (1 ≠ 2Ne) Ëm
i + Ne Ëm

i+1 .
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Die Neumann-Zahl beschreibt den in einem Zeitschritt aufgrund der Wärmeleitung zurück-
gelegten Weg, bezogen auf die Ortsschrittweite [20, S. 151]. Sie dient als Stabilitätskennzahl
für das FTCS-Verfahren und andere explizite Verfahren([19, S. 140f]). Stabilität ist gegeben,
wenn die Bedingung

Ne Æ 1
2

erfüllt ist (vgl. [24, S.253], hier wird die Konstante als Diffusionszahl bezeichnet). Für die
Zeitschrittsteuerung muss daher gelten

Δt Æ (Δx)2

2–
. (4.9)

Im Projekt PI_Slider wird explizit geprüft, ob die verwendeten Werte diese Bedingung er-
füllen. Gegebenenfalls wird der Nutzer in einer Fehlermeldung informiert, welchen Wert Δt
maximal annehmen darf. Bei Verwendung eines Julia-Solvers ist diese Stabilitätsprüfung
nicht notwendig, ggf. führt der Solver einen Stabilitätscheck durch.

Im Abschnitt 4.2 wird die Linienmethode beschrieben. Diese ermöglicht den Einsatz von
generischen Lösern für die Approximation der zeitlichen Ableitung. Hier stehen mit Julia
Verfahren zur Verfügung, die dem expliziten Euler-Verfahren unter anderem in Bezug auf
numerische Stabilität und Genauigkeit überlegen sind. So wurde im Projekt PI_Ode_Solve
beispielsweise der Rodas4-Solver verwendet, ein A-stabiles Verfahren 4. Ordnung, das die
Rosenbrock-Methode verwendet (siehe Abschnitt 5.2.1).

4.1.5 Aufstellen des linearen Gleichungssystems

Zunächst wird die zweite örtliche Ableitung unter Einbeziehung der Randbedingungen in
Matrixschreibweise aufgestellt. Diese ergibt sich aus Gleichung (4.5) für das Stabinnere,
(4.6) für den linken (x = x1) und (4.7) für den rechten Rand (x = xnx).
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(4.10)

Die zweite Ortsableitung wird anschließend in den Algorithmus gemäß (4.8) eingefügt.
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Dabei ist M die Massematrix der Zeitableitung [19, S. 140],

A die Matrix für die Ortspunkte des zentralen Differenzenquotienten und

q̃ der Vektor für die Rb mit Wärmeflussdichte

q1, die dem System bei x = x1 zuströmt und

qnx, die bei x = xnx abströmt.

In kompakter Schreibweise und mit Ne = – Δt
(Δx)2 und – = ⁄

c fl
ergibt sich

Ëm+1 = (M + Ne A) Ëm +
/⁄ Δt

/⁄cfl Δx
q̃

mit fettgedruckten Minuskeln für Vektoren und Majuskeln für Matritzen.
Da im Fall der Wärmeleitung nicht Masse sondern Energie gespeichert wird, beschreibt die
Massematrix den zeitlichen Verlauf der Temperatur und damit die gespeicherte Wärmeener-
gie. Die Matrix A mit dem Vorfaktor Ne wird auch als Diffusionsmatrix (D = Ne A) bezeich-
net [19, S. 140]. Sie beschreibt die Temperaturänderung aufgrund des Temperaturgradienten.

Für die gesamte homogene WLG (FTCS) in Matrixschreibweise erhält man dementsprechend
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Für einige Julia-Anwendungsfälle wird eine Massenmatrix benötigt, für unser Problem kön-
nen M und D allerdings zusammengefasst werden und der Algorithmus für die Temperatur
zum neuen Zeitpunkt für alle Ortspunkte wird zu

S

W
W
W
W
W
W
W
W
W
W
W
W
U

Ëm+1
1

Ëm+1
2

...

Ëm+1
nx

T

X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
V

=

S

W
W
W
W
W
W
W
W
W
W
W
W
W
U

1 ≠ 2Ne 2Ne 0

Ne 1 ≠ 2Ne Ne

. . . . . . . . .

Ne 1 ≠ 2Ne Ne

0 2Ne 1 ≠ 2Ne

T

X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
V

S

W
W
W
W
W
W
W
W
W
W
W
W
U

Ëm
1

Ëm
2

...

Ëm
nx

T

X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
V

+
Δt

cfl Δx

S

W
W
W
W
W
W
W
W
W
W
W
W
U

2q1

0
...

0

2qnx

T

X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
V

.

Auf diese Weise wurde das gesamte Wärmeleitungsproblem „von Hand“ diskretisiert. Im
Projekt PI_Slider wird dieses Verfahren in einer Schleife verwendet und die ermittelten
Temperaturwerte für Ëm+1 werden, wie auch die Ausgabewerte der Regelung (qm

1 ), in prä-
allozierten Arrays gespeichert. Dabei wird q1 wegen Tsamp = 11 Δt nur bei jedem elften
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Durchlauf aktualisiert und gespeichert.
Das Projekt wurde unter anderem verwendet, um adäquate Werte für Kp und Ki festzulegen.
Mit diesen Parametern wird im nächsten Schritt mit PI_OdeSolve_ML ein Temperaturver-
lauf für alle nx = 11 Orte im Stab erstellt, der die Zielwerte für das maschinelle Lernen
(engl. Machine Learning, ML) liefert.

Alternative Vorgehensweise: Auf die numerischen Löser für die zeitliche Diskretisierung
wurde bereits verwiesen. Möglichkeiten zur Diskretisierung der rechten Seite der WLG bieten
Julia-Pakete wie DiffEqOperators.jl [29] zur softwaregestützten Differenzierung mit finiten
Differenzen oder AppoxFun.jl . Zum Vorgehen mit DiffEqOperators.jl siehe auch [35].

4.1.6 Dünnbesetzte Matritzen in Julia

Die Systemmatrix ebenso wie der Vektor für die Randbedingungen sind dünnbesetzt. Das
Modul der Julia-Standardbibliothek SparseArrays [3] bietet die Möglichkeit, nur die Werte
ungleich Null sowie deren Position zu speichern und keinen Speicherplatz für die Nullen zu
verschwenden. Die zusammengefasste M + D -Matrix wurde als spdiagm (sparse diagonal
matrix) definiert, wobei nur die drei Diagonalen gespeichert werden.
Zunächst wurde auch der dünnbesetzte Vektor q̃ als SparseVector definiert. Dies hat sich je-
doch nicht bewährt. Während die Multiplikation der SparseMatrix A mit dem dichtbesetzten
Vektor Ë einen dense vector ergibt, ist das Ergebnis der Addition mit einem SparseVector
jedoch immer ein SparseArray. In diesem Fall ist das weder im Hinblick auf Speichereffizi-
enz noch auf die Berechnung vorteilhaft. Dies fiel beim Benchmarking auf und ist in der
Dokumentation nicht beschrieben. Im Forum fand sich schließlich eine Diskussion zu diesem
Problem [14].
Die Matrix bleibt im Verlauf der Berechnungen unverändert. Daraus lässt sich allerdings
kein Vorteil im Hinblick auf die Zugriffsgeschwindigkeit ziehen. Auch ist die Matrix mit nur
11 Zeilen so klein, dass der eingesparte Speicherplatz für die Nullen kaum den Overhead
zum Speichern der Indizes lohnt. Für eine so kleine Matrix wäre ein Stack allokiertes SArray
(Paket StaticArrays, immutable) sicherlich effizienter (vgl. [31]).
Darauf wurde jedoch verzichtet, da das Programm die Option eröffnen sollte, mit wenigen
Anpassungen auf eine größere Anzahl (>100) von Ortspunkten erweitert zu werden.

4.2 Vertikale Linienmethode (engl.: method of lines)

Eine gute Definition dieses Verfahrens liefert das Wolfram Documentation Center:
"The numerical method of lines is a technique for solving partial differential equations by
discretizing in all but one dimension and then integrating the semi-discrete problem as a
system of ODEs or DAEs. A significant advantage of the method is that it allows the solu-
tion to take advantage of the sophisticated general-purpose methods and software that have
been developed for numerically integrating ODEs and DAEs."[16]
Nach dieser Methode wurden die Ableitungen bezüglich der räumlichen Variablen in der
WLG wie in Abschnitt 4.1 beschrieben approximiert, die Zeit blieb dagegen kontinuierlich.
Nachdem das Wärmeleitungsproblem auf diese Weise in ein System von Differentialglei-
chungen erster Ordnung umgewandelt wurde, kann es als Zustandsraummodell dargestellt
werden.
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4.2.1 Zustandsraumdarstellung

Das Zustandsraummodell beschreibt den Systemzustand mithilfe von dessen Zustandsgrö-
ßen, die immer Ausgangsgröße eines Integrators sind.
Für die Darstellung der allgemeinen Form des Modells wurde [17, S. 74ff.] verwendet.

Ein lineares System mit einer Eingangsgröße und einer Ausgangsgröße wird beschrieben
durch die System- oder Zustandsgleichung

ẋ(t) = A x(t) + b u(t) mit den Anfangsbedingungen x(0) = x0

und die Mess- oder Ausgabegleichung

y(t) = cT x(t) + d u(t) .

Die WLG in ihrer semidiskretisierten Form lautet für das betrachtete System
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. (4.12)

Dies entspricht der Systemgleichung in Zustandsraumdarstellung
ẋ(t) = A x(t) + b u(t) + e s(t)

mit

ẋ(t) Zeitableitung des ZustandsvektorsI

A Systemmatrix, s. oben A œ R
nx◊nx

x(t) =

S

U

Ë1

Ë2

...
Ënx

T

V Zustandsvektor Ë(t) Ë œ R
nx◊1

b =

S

U

1
0
...
0

T

V Steuermatrix, Zeilenvektor b œ R
nx◊1

e =

S

U

0
0
...
1

T

V Matrix für den Wärmeverlust, Zeilenvektor c œ R
nx◊1

u(t) = q1(t) Eingangsgröße (Regleroutput q1 s. Formel (2.6))

s(t) = qnx(t) qnx(t) in die Umgebung abströmende Flussdichte an

x = x11, vgl. die Abschnitte 2.2.2 bis 2.2.4
2

cfl Δx
Vorfaktor für b u(t)

≠
2

cfl Δx
Vorfaktor für e s(t)

IHier wird ausnahmsweise der üblichen Darstellung folgend die Ableitung nach der Zeit durch einen Punkt
über dem Vektor gekennzeichnet.
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Im folgenden soll der rechte Term der Systemgleichung bu(t) + es(t) genauer betrachtet
werden. Exemplarisch soll für den Term e s(t) die Neumann-RB herangezogen werden, um
das System im Zustandsraum darzustellen. Im Fall der adiabaten rechten Randbedingung
verschwindet e s(t). Im Fall der natürlichen Randbedingung wird er aus der vierten Potenz
der Temperaturen berechnet, was die Integration in das Zustandsraummodell erschwert.

Der rechte Term b u(t) + e s(t) setzt sich für die Neumann-Rb zusammen aus
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(4.13)

und e s(t) =

S
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T

V ≠2
cfl Δx

· ⁄
Ëend(t)≠Ëamb(t)

Δx
=

S

U

0
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T

V ≠2⁄
cfl (Δx)2

1

Ëend(t) ≠ Ëamb(t)
2

.

Die Messgleichung für die Ausgangsgröße y in der Zustandsraum-Darstellung bei einem
Eingrößensystem ohne Durchschaltung lautet

y(t) = cT x(t) .

Für Ëend erhält man entsprechend

Ëend(t) = cT Ë(t) . (4.14)

Dabei ist cT der Beobachtungsvektor (1◊nx Spaltenvektor), c entspricht im hier untersuch-
ten Fall e.

Die Systemgleichung kann nun umformuliert werden.

Ë̇(t) = ⁄
cfl(Δx)2 A Ë(t)+ 2

cfl(Δx)
Kp b v̇(t) + 2

cfl(Δx)
Ki b v(t)
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b u(t)

≠
2⁄

cfl(Δx)2 e
1

Ëend(t) ≠ Ëamb(t)
2

¸ ˚˙ ˝

e s(t)

(4.15)

In Gleichung (4.13) wird das Fehlerintegral durch die Variable v(t) ersetzt. Dieser Integrator
repräsentiert eine weitere Zustandsgröße, die wir dem Differentialgleichungssystem hinzufü-
gen. Die Regeldifferenz wird somit zu

v̇(t) =
1

Ëref (t) ≠ Ëend(t)
2

(4.16)

und durch Ersetzen gemäß Formel (4.14) erhält man

v̇(t) =
1

Ëref (t) ≠ cT Ë(t)
2

. (4.17)

Nach Ersetzen von v̇(t) entsprechend Formel (4.17) und Ausmultiplizieren ergibt sich für die
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Temperaturänderungsrate
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Fasst man die Terme zusammen, die Ë(t) enthalten (obere geschweifte Klammern in (4.2.1)),
erhält man
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ergibt sich für die Systemmatrix des geschlossenen Regelkreises mit dem Wärmeverlust durch
die Neumann-RB
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KAPITEL 4. DISKRETISIERUNG DER INSTATIONÄREN

WÄRMELEITUNGSGLEICHUNG

4.2.2 Exkurs: Eigenwerte der Systemmatrix A

Es wurden die Eigenwerte der Systemmatrix des offenen Regelkreises

A = ⁄
cfl(Δx)2

S

U

≠2 2 0
1 ≠2 1

. . .
. . .

. . .

1 ≠2 1
2 ≠2

T

V

ermittelt. Diese zeigt Abbildung 4.2. Es fällt auf, dass ein Eigenwert der Systemmatrix
bei Null liegt. Sofern keine Kürzung zwischen Null- und Polstellen durchgeführt wird, ent-
sprechen die Eigenwerte der Systemmatrix den Polstellen der Übertragungsfunktion. Eine
Polstelle der Streckenübertragungsfunktion im Ursprung passt auch zu dem integrierenden
Verhalten des Systems, wie es bei der adiabatischen Randbedingung in Abschnitt 2.2.2 be-
schrieben wurde.

𝝺n    n=1,…, nx

-0.52
-0.51
-0.47
-0.41
-0.34
-0.26
-0.18
-0.11
-0.05
-0.01
-0.00

Abb. 4.2: Eigenwerte der Systemmatrix A

33



5 Zieldaten und generische Löser

5.1 Programm zur Datenerhebung

Das Programm pi_solver_datagen im Projekt PI_OdeSolv_ML berechnet die Temperatu-
ren für alle nx Ortspunkte über ein gegebenes Zeitintervall tf . Verwendet wurde wie zuvor
nx = 11 und tf = 2100s. Hierbei wird allerdings die vertikale Linienmethode benutzt, die
in Abschnitt 4.2 beschrieben ist. Das heißt, die semidiskretisierte WLG mit der diskretisier-
ten zweiten Ortsableitung einschließlich Randbedingungen wurde - wie in Gleichung (4.12)
gezeigt - zu einem System von nx Differentialgleichungen erster Ordnung. Diesem Differen-
tialgleichungssystem wurde - wie in Abschnitt 4.2.1 beschrieben - eine Zeile für das Fehler-
integral mit der Variablen v, siehe (4.16), hinzugefügt. Hier wird bei Aufruf der Funktion
die Regeldifferenz v̇ und das Fehlerintegral v berechnet, die wiederum für die Berechnung
des Reglerausgangs und damit der zugeführten Wärmeflussdichte q1 verwendet werden, wie
in Formel (4.15) zu sehen ist.
Dieses Gleichungssystem kann mit verschiedenen generischen Lösern berechnet werden. Aus
dem Softwarepaket DifferentialEquations.jl [29] wurden drei Solver-Algorithmen ausgewählt,
um sie hinsichtlich ihrer Geschwindigkeit zu vergleichen. Diese sind in Abschnitt 5.2 beschrie-
ben.
Anschließend kann ein Plot erstellt werden, in dem der Temperaturverlauf am linken (x1)
und am rechten (xnx) Stabende sowie die zugeführte Wärmeflussdichte dargestellt sind. Der
verwendete Solver-Algorithmus (dem Lösungsobjekt entnommen) und die verwendete rechte
RB werden ebenfalls festgehalten. Ein Beispiel zeigt Abb. 5.1

Abb. 5.1: Plot der Temperaturverteilung, erstellt mit pi_solver_datagen
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KAPITEL 5. ZIELDATEN UND GENERISCHE LÖSER

Schließlich werden die berechneten Daten sowie die verwendeten Bedingungen und Parameter
in einer tsv-Datei gespeichert. Einen Ausschnitt einer solchen Datentabelle zeigt Tab. 5.1. Der
hier ausschnitthaft dargestellte Datensatz wird später im maschinellen Lernen verwendet.
Um die Tabelle interpretierbar zu machen, wurde ein Stringarray als Kopfzeile (blaue Zeile)
hinzugefügt. Die Tabellen wurden mithilfe von DelimitedFiles [21] erstellt, ein Modul der
Julia-Standardbibliothek.
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KAPITEL 5. ZIELDATEN UND GENERISCHE LÖSER

5.2 Numerische Löser

Ausgewählt wurden drei Algorithmen aus dem Softwarepaket DifferentialEquations.jl [29].
Das explizite Euler-Verfahren ist Gegenstand dieser Arbeit. Es wurde bei der manuellen
Diskretisierung verwendet, weil es die einfachste Methode der numerischen Approximation
darstellt. Es ist ebenfalls als generischer Solver verfügbar und soll nun mit fortgeschritte-
neren Algorithmen wie Rodas4 und dem verbesserten impliziten Euler-Verfahren verglichen
werden. Folgende Kriterien wurden bei der Auswahl berücksichtigt:

Stabilität: Wie in Abschnitt 4.1.4 beschrieben führt der Einsatz der expliziten Euler-
Methode dazu, dass das Verfahren nur dann stabil ist, wenn es die Bedingung (4.9) erfüllt.
Im Unterschied dazu liefern Rodas4 und das implizite Euler-Verfahren stabile numerische
Lösungen für jede beliebige Schrittweite Δt, beide Verfahren sind mindestens A-stabil.

Adaptive Schrittweitensteuerung: Rodas4 und der ImplicitEuler-Löser verfügen außer-
dem über eine adaptive Schrittweitensteuerung. Dabei wird eine Fehlerabschätzung durch-
geführt und die Schrittweite für jeden Zeitschritt so angepasst, dass der geschätzte lokale
Fehler die vorgegebenen Toleranzen nicht überschreitet. Hierbei wurden die Standardwerte
(abstol=1e-6 und reltol=1e-3) verwendet, die in der Dokumentation des Pakets Differentia-
lEquations [38] beschrieben sind.

Abb. 5.2: Adaptive Schrittweitensteuerung mit Rodas4 (ohne interpolierte Werte)

In Abb. 5.2 ist das Ergebnis des Rodas4-Algorithmus für die Robin-RB am rechten Staben-
de zu sehen. Dabei wurden nur 25 Lösungsschritte benötigt, d.h. das Lösungsobjekt enthält
26 Elemente mit dem Startwert bei t = 0. Jedes dieser 26 Elemente enthält wiederum die
Werte für alle Zeilen des Gleichungssystems (hier: nx + 1 für nx Ortspunkte und eine Zeile
für das Fehlerintervall). In der Darstellung wurden nur diese 26 Werte verwendet, um zu
verdeutlichen, dass der Löser für die einzelnen Schritte unterschiedliche Schrittweiten wählt.
Anmerkung: Für die im Vergleichstest verwendete Neumann-RB benötigt das Verfahren 33
Lösungsschritte (34 gespeicherte Elemente).
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KAPITEL 5. ZIELDATEN UND GENERISCHE LÖSER

Die Julia-eigenen Algorithmen mit adaptiver Schrittweitensteuerung speichern jedoch stan-
dardmäßig zusätzliche Informationen über die berechnete Funktion und sind in der Lage,
eine kontinuierliche Lösung zu interpolieren. Beispielsweise wird für Rodas4 eine auf steife
Gleichungssysteme spezialisierte freie Interpolation 3. Ordnung angegeben [37].
Anmerkung: Falls keine Interpolation erwünscht ist, kann diese Option ausgeschaltet wer-
den, indem dem Solver das Argument dense = false übergeben wird.

Eignung für steife Differentialgleichungssysteme: Die Diskretisierung von paraboli-
schen partiellen Differentialgleichungen wie der Wärmeleitungsgleichung führt typischerweise
zu steifen Differentialgleichungssystemen [41]. Daher wurden die beiden alternativen Solver
entsprechend ausgewählt.

5.2.1 Verwendete Algorithmen

Euler (Explizites Euler-Verfahren)

Diese Methode ist in Abschnitt 4.1.3 beschrieben. Wie dort ausgeführt wird, handelt sich um
ein Verfahren erster Ordnung (Konvergenzordnung 1). Es führt nur zu einer bedingt stabilen
Lösung, was in Abschnitt 4.1.4 erläutert wird.
Die Methode ist unter den drei verwendeten Verfahren die einzige mit einer festen Zeit-
schrittweite. Verwendet wurden nt = 100 002 Zeitschritte und Δt ¥ 0.021s. Dieses geringe
Δt ist bei einer Erweiterung auf 100 Ortspunkte immer noch ausreichend klein, damit das
Verfahren nach (4.9) konvergiert. Mit der höheren Anzahl von Zeitschritten wird allerdings
ein höherer Rechenaufwand und ein größerer Einfluss von Rundungsfehlern in Kauf genom-
men.

Rodas4

Hierbei handelt es sich um ein Verfahren vierter Ordnung, das besonders für steife Diffe-
rentialgleichungssysteme geeignet ist. Rosenbrock-Methoden wie Rodas4 werden für kleinere
Gleichungssysteme mit weniger als 50 Differentialgleichungen empfohlen [39], Rodas4 ist für
linearisierte parabolische Differentialgleichungen geeignet [37].
Anmerkung: Bei einer Erweiterung auf nx > 100 wären andere Löser vorteilhafter. Hierfür
empfiehlt die Dokumentation ESDIRK-Verfahren (explicit singly diagonally implicit Runge-
Kutta) wie beispielsweise KenCarp (ebenda). Diese wurden in dieser Arbeit allerdings nicht
verwendet.

Implizites Euler-Verfahren

Häufig ist in der Literatur die Aussage zu finden, dass steife Differentialgleichungen implizite
Lösungsverfahren erfordern [9, S. 1]. Daher wurde dieser Algorithmus als implizites Verfah-
ren mit einbezogen. Es ist ein Verfahren erster Ordnung, das allerdings unbedingt stabil ist
(A-B-L-stabil).
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5.3 Ergebnisse des Benchmarkings

Die drei Lösungsalgorithmen wurden hinsichtlich der Geschwindigkeit, mit der die Daten
generiert werden können, verglichen.
Um eine Beeinflussung der Messung - beispielsweise durch Kompilierungszeiten oder im
Hintergrund laufende Prozesse des Betriebssystems - zu vermeiden, wurde hierfür das Paket
BenchmarkTools.jl [26] mit dem Makro @benchmark verwendet. Mit diesem Softwaretool
wurde für jeden Solver eine Stichprobe von n=1000 Durchläufen der Funktion zur Datenge-
nerierung mit der Neumann-RB untersucht. Die Funktion ruft immer einen Callback auf, der
für jeden Zeitschritt zusätzlich den Reglerausgabewert speichert. Es werden keine Werte an-
gezeigt und keine Plots erstellt. Für den Impliziten Euler-Algorithmus lautet diese Funktion
beispielsweise

Das explizite Eulerverfahren wurde mit dem Argument saveat = sv_steps verwendet, um
den Speicheraufwand zu reduzieren. Dieses Argument bietet die Möglichkeit, nur die (ggf.
interpolierten) Lösungen für bestimmte ausgewählte Zeitpunkte oder regelmäßige Intervalle
zu speichern. Es wurde das Intervall sv_steps = 0.0 : 1.0 : tf benutzt. Somit wird nur ein
Wert pro Sekunde gespeichert (2100 Elemente).
Beim Impliziten Euler-Verfahren und Rodas4 wurde dagegen jeder mit der adaptiven Schritt-
weitensteuerung berechnete Wert gespeichert. Das Implizite Euler-Verfahren verwendet 154
Zeitschritte (155 Lösungselemente einschließlich des Startwertes bei t = 0) für die Neumann-
RB.
Da der Speicheraufwand beim expliziten Euler-Algorithmus extrem viel höher ist als bei
den beiden anderen Verfahren, wurde eine weitere Messung für das Rodas4-Verfahren auf-
genommen, bei der ebenfalls Werte in 1s-Intervallen gespeichert werden. Dabei interpoliert
der Algorithmus die zwischen den vom Solver berechneten adaptiven Zeitschritten liegenden
Werte während der Lösungs-Phase. Dies geht aus der Dokumentation der Argumente tstops,
saveat und dense hervor [37].
In Tabelle 5.2 sind die verschiedenen Algorithmen gegenübergestellt. Sie zeigt aus den Er-
gebnissen von BenchmarkTools den Median und den arithmetischen Mittelwert für die benö-
tigte Zeit aus allen 1000 Durchläufen sowie die benötigte Zeit für den langsamsten und den
schnellsten Durchlauf. Hinzugefügt wurde jeweils die Anzahl der gespeicherten Elemente, die
dem Lösungsobjekt entnommen wurde. Dabei wird die Überlegenheit der beiden Verfahren
mit adaptiver Zeitschrittweitensteuerung sehr deutlich. Betrachtet man die arithmetischen
Mittelwerte, so benötigt das explizite Euler-Verfahren mehr als dreißig mal so viel Zeit wie
das implizite und 76-mal so viel wie das Rodas4-Verfahren. Selbst bei gleichem Speicher-
aufwand benötigt der explizite Euler-Algorithmus beinahe 20-mal soviel Zeit wie Rodas4.
Als Ursache ist anzunehmen, dass das explizite Euler-Verfahren - aus Stabilitätsgründen
mit kleinen äquidistanten Zeitschritten - eine sehr viel größere Anzahl von Funktionsaus-
wertungen durchführen muss, im vorliegenden Beispiel nt = 100 001 (nach jedem Δt). Das
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Rodas4-Verfahren dagegen benötigt nur 33 Zeitschritte. Auch wenn zusätzlich die Schritt-
weite ermittelt werden muss und die Werte nach einem komplexeren Verfahren berechnet
werden, ist dies wesentlich effizienter. Von den drei verwendeten generischen Lösern lieferte
Rodas4 die besten Ergebnisse.

Algorithmus

Stichprobenumfang 
 jeweils n=1000

Euler 
(saveat=sv_steps)

ImplicitEuler 
(save_everystep=true)

Rodas4 
(save_everystep=true)

Rodas4 
(saveat=sv_steps)

Minimum t 23.250 ms 615.102 μs 294.597 μs 1.176 ms

Median t 23.817 ms 666.594 μs 303.731 μs 1.217 ms

Arithmetisches Mittel t 25.458 ms 831.093 μs 333.381 μs 1.326 ms

Maximum t 38.461 ms 16.264 ms 14.410 ms 15.085 ms

geschätzter Speicherbedarf 14.39 MiB 214.05 KiB 154.61 KiB 739.36 KiB

geschätzte Allokationen 302596 2949 2724 3741

Anzahl gespeicherter Elemente 2101 155 34 2101

Tab. 5.2: Vergleich der numerischen Löser

Unter den getesteten Verfahren hat sich Rodas4 als besonders effizient beim Lösen des vorlie-
genden Wärmeleitungsproblems erwiesen. Bei diesem Vergleich wurde nur die Geschwindig-
keit berücksichtigt, mit der das Problem gelöst wurde, nicht die Genauigkeit des Ergebnisses.
Es kann jedoch davon ausgegangen werden, dass Verfahren höherer Ordnung auch genauere
Ergebnisse liefern und dass die Überlegenheit von Verfahren mit höherer Konvergenzordnung
bezüglich der Effizienz mit steigenden Anforderungen an die Genauigkeit immer deutlicher
hervortritt [30]. Rackauckas rät von der Verwendung von Verfahren mit weniger als Konver-
genzordnung 3 generell ab (ebenda).

Mögliche Verbesserungen: Neben den Werten für die benötigte Zeit liefert der Test
mit BenchmarkTools.jl auch eine Schätzung des benötigten Speichers und der vorgenomme-
nen Allokationen, wie Tabelle 5.2 ebenfalls zeigt. Diese Werte legen nahe, dass der aktuelle
Code noch verbessert werden kann. Möglicherweise fallen diese Allokationen beim Euler-
Algorithmus besonders ins Gewicht, da dieser das Gleichungssystem viel häufiger auswerten
muss als Verfahren mit adaptiver Schrittweite. Es gilt zu untersuchen, wo diese Allokationen
auftreten und ob sie vermeidbar sind. Beispielsweise haben eine Reihe von Variablen wie
Ëref , Ëamb, ⁄ und Δx einen globalen Gültigkeitsbereich. Sie sind als const deklariert. Die-
se lassen sich nicht ohne Weiteres als Argument an die Methode ODEProblem übergeben.
Möglicherweise kann hier eine Datenstruktur in der Art eines DEDataArray Abhilfe schaffen.

Im nächsten Schritt wird das explizite Eulerverfahren verwendet, um mittels ML aus den
Temperaturverteilungen im Stab die Regelparameter zu erlernen, mit denen der Heizvorgang
kontrolliert wurde. Die Zieldaten werden ebenfalls mit diesem Algorithmus erstellt. Verwen-
det wurde die mit dem Euler-Verfahren und der Neumann-Rb erzeugte Datentabelle, die
auszugsweise in Tab. 5.1 zu sehen ist.
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6 Ablauf und Methoden der Optimierung

In Abschnitt 5.3 ist beschrieben, wie im Verlauf der Erwärmung des Stabes verschiedene
Daten - darunter die Temperaturverläufe an den nx Ortspunkten - erhoben werden. Der
simulierte Heizvorgang wird dabei durch eine PI-Regelung kontrolliert, wie in Kapitel 3 er-
läutert.
Nun soll anhand dieser Temperaturverteilungen mithilfe von maschinellem Lernen (ML) der
Proportional- und Integralanteil dieser Regelung ermittelt werden. Dabei werden drei Op-
timierungsalgorithmen hinsichtlich ihrer Geschwindigkeit und und Genauigkeit verglichen.
Schließlich wird auch der Frage nachgegangen, wie viel Information - d.h. wie viele Orts-
punkte - ein geeigneter Algorithmus benötigt, um die Parameter erlernen zu können. Zu
diesem Zweck wurde das Programm pi_solver_ml geschrieben, das ebenfalls zum Projekt
PI_Ode_Solv [32] gehört.

6.1 Vorgehen

Der Solver startet mit vorgegebenen Werten für Kp und Ki, die erheblich von den Zielpara-
metern abweichen. Um die Leistung verschiedener Optimierungsalgorithmen vergleichen zu
können, wurden jeweils die gleichen Startwerte für die Regelparameter verwendet.

Kp Ki

Startwerte 10 000 10
Zielwerte 40 000 50

Ausgehend von diesen Startwerten für die Regelparameter wird das Gleichungssystem mit
dem Euler-Löser für alle nx Ortspunkte und den gesamten Zeitraum tf wiederholt berechnet
und jeweils eine Vorhersage ŷ über die Lösung generiert. Für die Vorhersage der Wärme-
leitung im Stab und über die Ränder wird erneut das mit der vertikalen Linienmethode
erstellte System gewöhnlicher Differentialgleichungen herangezogen, wie es in Abschnitt 5.1
beschrieben ist.
Für jede dieser Modellprognosen wird anschließend anhand einer Kostenfunktion der Fehler
dieser Vorhersage ermittelt, d.h. wie weit sie von den Zieldaten y aus der Datentabelle ab-
weicht. Diese Kostenfunktion J = f(Kp, Ki) wird in Abschnitt 6.2 beschrieben.
Mithilfe eines geeigneten Optimierungsverfahrens sollen die Parameter Kp und Ki schritt-
weise dahingehend verändert werden, dass der Fehler minimiert wird. Hier werden also nicht
Gewichte und Bias eines neuronalen Netzes optimiert, sondern die beiden unbekannten Re-
gelparameter der Funktion, welche das Wärmeleitungsproblem beschreibt.
Die getesteten Optimierer werden in Abschnitt 6.3 kurz vorgestellt.

Zieldaten: Genutzt werden nur die Temperaturdaten für die ausgewählten Ortspunkte.
Außerdem wird die rechte RB aus der Datentabelle für das ML übernommen. Die Wer-
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te des Fehlerintegrals oder des Reglerausgangs sind dem ML-Algorithmus dagegen nicht
bekannt. Verwendet wurden die mit dem expliziten Euler-Verfahren und für die Neumann-
RB erhobenen Daten, d.h. zur Verfügung stehen die Werte für nx=11 Ortspunkte. Für
jeden Ortspunkt sind 2101 Temperaturwerte in 1s-Intervallen gespeichert, da die Tabelle
mit sv_steps = 0.0 : 1.0 : tf und tf = 2100s aufgenommen wurde. Für einen Einblick in die
Zieldaten sei erneut auf Tab. 5.1 verwiesen.
Die Daten der gewünschten Ortspunkte werden zunächst - wiederum unter Verwendung des
Moduls DelimitedFiles [21] - aus der tsv-Datei ausgelesen und in einem zweidimensionalen
Array gespeichert (bzw. in einem Zeilenvektor, falls nur ein Ortspunkt verwendet wird).

6.2 Kostenfunktion

Das auf diese Weise aus der Datentabelle erstellte Array wird dem ML-Algorithmus als Ziel-
Lösung y vorgegeben.
In Abhängigkeit von den Werten für Kp und Ki, die der Optimierungsalgorithmus in einem
iterativen Prozess liefert, wird nun mit dem bereits bekannten Modell aus Absatz 5.1 ein
Lösungsobjekt erstellt. Von diesem Lösungsobjekt werden ebenfalls die Temperaturverläufe
der oben ausgewählten Ortspunkte als Prognose ŷ verwendet.
Die Kostenfunktion dient nun dazu, den Fehler dieser Prognose im Vergleich zu den Zieldaten
zu quantifizieren. Dies wurde mithilfe der Least Squares Loss Funktion erreicht.

J(y, ŷ) =
nÿ

k=1

(ŷk ≠ yk)2 , J : Ω æ R
+
0

Ω bezeichnet dabei die Menge aller möglicher Lösungen für y.
Von den Werten der Vorhersage werden die korrespondierenden Werte der Zieldaten subtra-
hiert, d.h. die Temperaturdaten, die jeweils für den gleichen Orts- und Zeitpunkt erhoben
wurden. Um zu vermeiden, dass positive und negative Fehler einander ausgleichen, wird die-
se Differenz quadriert. Die quadratische Funktion hat gegenüber der Betragsfunktion den
Vorteil, dass sie an allen Stellen stetig differenzierbar und streng konvex ist. Dies ist für den
Einsatz von Gradientenverfahren (Abschn. 6.3) nützlich.
Anschließend wird die Summe über alle n verwendeten Werte aus den Lösungsobjekten be-
rechnet. Die Kostenfunktion liefert somit für jede Prognose einen skalaren Rückgabewert.
Die so gebildete Kostenfunktion J(y, ŷ) = f(Kp, Ki) ist - da sie aus strikt konvexen Sum-
manden gebildet wird - wiederum eine steng konvexe Funktion. Zu lösen ist ein konvexes
Optimierungsproblem [2, S. 7]. Da die Parameter theoretisch jeden Wert annehmen können
und keine Rand- oder Nebenbedingungen erfüllen müssen, handelt es sich um eine Optimie-
rung ohne Nebenbedingungen.
Aufgrund von

J(y, ŷ) =

Y

]

[

0 für ŷ = y

> 0 sonst

muss die Funktion über genau ein (lokales und globales [25, S. 7]) Optimum bei ŷ = y ver-
fügen. Es reicht also aus, mit Methoden der lokalen Optimierung ein lokales Minimum zu
finden, da dieses zugleich das globale Optimum darstellt.
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Die Kostenfunktion für das vorliegende Wärmeleitungsproblem mit den Zielparametern
Kp = 40 000 und Ki = 50 für den gesamten beim ML genutzten Bereich ist in Abb. 6.1
abgebildet. In Abb. 6.2 ist der Bereich um das Minimum der Kostenfunktion noch einmal
detaillierter dargestellt um zu zeigen, dass in der Nähe des Minimums kleine Veränderungen
von Ki einen großen Einfluss auf den Fehler haben. In dieser Arbeit werden die Begriffe
Kosten- und Verlustfunktion (engl.: loss function) synonym verwendet.

3D Oberflächen- und lsolinienplot der Kostenfunktion
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Abb. 6.1: Kostenfunktion, gesamter genutzter Bereich, erstellt mit Plots.jl und dem Backend GR
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3D Oberflächen- und lsolinienplot der Kostenfunktion im Bereich des Minimums

Abb. 6.2: Kostenfunktion im Bereich des Minimums, erstellt mit Plots.jl und dem Backend GR

6.3 Verwendete Optimierungsverfahren

Ziel des Optimierungsverfahrens ist es, die Werte für die Parameter Kp und Ki zu finden,

die den Fehler minimieren. In Anlehnung an [7, S. 80] und mit g =
1

Kp

Ki

2

ist der folgende
Parametervektor gesucht

gú = arg min J(g) .

Es wurden drei verschiedene gradientenbasierte Optimierungsverfahren getestet. Darunter
der weithin gebräuchliche Adam-Optimierer aus dem Paket Flux.jl [13]. Außerdem der Gra-
dient Descent-Algorithmus sowie das BFGS-Verfahren aus dem Paket Optim.jl [23] [22]. Die
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numerischen Löser dieses Softwarepakets eignen sich besonders für Optimierungsprobleme
ohne Nebenbedingungen und lokale Optimierung [27].

6.3.1 Gradient Descent (Gradientenabstieg)

Der Gradient der Kostenfunktion in Bezug auf g an einer Stelle gi

Òg J(gi) =

Q

a

ˆJ(gi)
ˆKp

ˆJ(gi)
ˆKi

R

b (6.1)

weist in die Richtung, in der von Punkt gi aus der Funktionswert am steilsten ansteigt. Der
Algorithmus soll allerdings die Richtung finden, in welcher der Funktionswert der Kosten-
funktion minimiert wird, die Richtung des steilsten Abstiegs. Dazu müsste der Vektor in
die entgegengesetzte Richtung zeigen, wie in [7, S. 83] gezeigt wird. Beim Gradient Descent-
Algorithmus werden daher für jede Modellprognose die Parameter in Richtung des negativen
Gradienten aktualisiert, d.h.

gi+1 = gi ≠ – Òg J(gi) (6.2)

mit einem positiven Skalar als Lernrate –. Die Lernrate bestimmt dabei die Größe der Schrit-
te, mit denen sich die Parameter den optimalen Werten gú annähern. [7, S.83f.]
Die Wahl der Lernrate ist entscheidend für den Erfolg dieses Verfahrens. Bei einer zu großen
Lernrate kann das Minimum verpasst werden. Ein kleiner Wert erhöht die Genauigkeit der
Annäherung, gleichzeitig aber auch die Anzahl der benötigten Iterationen und damit die für
das Auffinden benötigte Zeit.
Der hier eingesetzte Algorithmus Gradient Descent verwendet - im Unterschied zum klassi-
schen stochastischen Gradientenabstieg - keine feste Lernrate, sondern passt diese im Rah-
men einer Liniensuche bei jedem Schritt so an, dass sich der Funktionswert in ausreichendem
Maß verringert. Hierauf wurde kein Einfluss genommen, sondern der Standard-Algorithmus
(Hager-Zhang, [27, Stichwort: Line search] verwendet.

In Abb. 6.3 ist das Gradientenfeld der in dieser Arbeit verwendeten Kostenfunktion J(Kp, Ki)
dargestellt. Die Gradienten an den ausgewählten Stellen wurden mithilfe von Zygote [12]
berechnet. Auffällig ist, dass es sich um ein eher flaches Minimum mit - zumindest im näheren
Umfeld des Minimums - geringer Krümmung in Kp-Richtung handelt, was auch aus Abb.
6.2 deutlich wird.
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Abb. 6.3: Gradientenfeld im Bereich des Minimums, erstellt mit Plots.jl und dem Backend GR

6.3.2 Adam (Adaptive Moment Estimation)

Der Adam-Algorithmus ist ein sehr etabliertes Verfahren im maschinellen Lernen. Es verbin-
det die Ideen zweier anderer Optimierungsmethoden, dem Momentum Optimierer und RMS
Prop [7, S. 305].
Während das Gradientenabstiegsverfahren die gleiche skalare Lernrate für alle Parameter
verwendet, berechnet der Adam-Algorithmus unabhängige Lernraten für jeden einzelnen
Parameter. Dabei wird nicht nur der aktuelle lokale Gradient verwendet, sondern zusätzlich
sowohl der Durchschnitt der Gradienten der vorangegangenen Iterationen (wie beim Momen-
tum Optimierer), als auch den Durchschnitt der quadrierten Gradienten (wie bei RMSProp).
Verwendet werden gleitende Mittelwerte mit exponentiell abnehmender Wichtung. Außer-
dem wird bei den Momentvektoren erster und zweiter Ordnung bei Trainingsbeginn eine
Bias-Korrektur vorgenommen. [7, S. 305f.]).
Neben der Anfangs-Schrittweite – wird der Algorithmus daher mit den Hyperparametern
—1, —2 œ [0, 1) als Abklingraten für die beiden Mittelwere gesteuert. Hier wurden die Stan-
dardeinstellungen [15, S. 2]

– = 0.001 Lernrate

—1 = 0.9 exponentielle Abklingrate der Momentschätzung erster Ordnung sowie

—2 = 0.999 exponentielle Abklingrate der Momentschätzung zweiter Ordnung

verwendet.
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6.3.3 BFGS (Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno-Verfahren)

Hierbei handelt es sich um eine Quasi-Newton-Methode, die besonders für konvexe Optimie-
rungsprobleme geeignet ist. Für globale Optimierungen wird es gelegentlich auch in Kom-
bination mit dem Adam-Algorithmus verwendet [42, S. 49]. Das BFGS-Verfahren benötigt
in der Regel deutlich weniger Schritte für die Annäherung an das Minimum als die anderen
Verfahren. Das bedeutet aber nicht zwangsläufig, dass es auch weniger Zeit braucht [42, S.
25].
Während die beiden zuvor beschriebenen Verfahren die partiellen Ableitungen erster Ord-
nung zur Bestimmung der Parameter für die nächste Iteration berücksichtigen, verwenden
Newton-Methoden zusätzlich auch die Ableitungen zweiter Ordnung, die das Krümmungs-
verhalten der Kostenfunktion beschreiben. Dazu muss allerdings für jeden Datenpunkt die
inverse Hesse-Matrix berechnet werden, was einen hohen Rechen- und Speicheraufwand be-
dingt. [7, S. 307ff.])
Quasi-Newton-Verfahren berechnen jedoch nicht die tatsächliche Hesse-Matrix. Stattdessen
nähern sie diese durch eine positiv definite Matrix P an, die in jedem Iterationsschritt auf
der Basis der für die letzten Schritte berechneten Informationen (Änderung der Gradienten)
aktualisiert wird [27, Stichwort: (L)BFGS]. Der Algorithmus ist

gi+1 = gi ≠ – P ≠1 Òg J(gi) (6.3)

mit gi aktueller Punkt, gi = (Kp(i), Ki(i))

gi+1 neuer Punkt, aktualisierte Parameter Kp(i+1) und Ki(i+1)

– Lernrate

P ≠1 approximierte Hesse-Matrix .

Wie beim Gradient Descent-Verfahren passt auch dieser Algorithmus die Lernrate mit einer
Liniensuche für jeden Schritt an. Auch hier wurde das Standardverfahren verwendet.

6.3.4 Sensitivitätsanalyse

Mittels Sensitivitätsanalyse wird bestimmt, wie empfindlich die Lösung auf Veränderungen
der einzelnen Parameter reagiert [36]. Für die Berechnung der partiellen Ableitungen der
Lösung in Bezug auf die Parameter an einer Stelle bietet Julia eine Vielzahl verschiedener
Optionen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde für alle Tests von Optimierungsverfahren der Sen-
sitivitätsalgorithmus ForwardDiffSensitivity mit dem Argument convert_tspan = true
verwendet. Das Argument convert_tspan = true wird bei der Verwendung mit Callbacks
benötigt.
ForwardDiffSensitivity ist ein Verfahren zur diskreten lokalen Sensitivitätsanalyse, das
mittels automatischer Differenzierung umgesetzt wurde. Es wird als schnellster Algorithmus
für kleine Systeme mit weniger als 100 Parametern und Gleichungen (ODEs) empfohlen [18,
S. 1].
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7 Ergebnisse des Maschinellen Lernens

7.1 Vergleich der Optimierungsalgorithmen unter

Verwendung des Euler-Lösers

Hierfür wurden die Temperaturverläufe aller nx = 11 Ortspunkte verwendet. Die Zielda-
ten wurden - wie in Abschnitt 6.1 beschrieben - der mit dem expliziten Euler-Algorithmus
erstellten Lösung entnommen. Auch die Vorhersagen wurden für diesen Vergleich mit dem
expliziten Euler-Verfahren berechnet.
Alle Verfahren starten mit den Standardeinstellungen. Das bedeutet für die beiden Linien-
suchverfahren Gradient Descent und BFGS eine Startlernrate von – = 1 (dem Workspace
entnommen) und für den Adam-Algorithmus die bereits in Abschnitt 6.3.2 erwähnten Start-
werte von – = 0.001 für die Lernrate sowie —1 = 0.9 und —2 = 0.999 für die Abklingraten
der Momentschätzungen. Die Verfahren Adam und Gradient Descent erhielten außerdem das
Argument maxiters = 1000. Da beide Verfahren sich zwar stetig, aber sehr kleinschrittig
annähern, wurde nach 1000 Iterationen abgebrochen. Für den Adam-Algorithmus wurde ein
weiterer Versuch mit einer größeren Lernrate und geringerer Dämpfung für die Momentschät-
zungen aufgenommen. Tabelle 7.1 zeigt die jeweils am Ende bzw. bei Abbruch des Prozesses
erreichten Werte. Alle Verfahren nähern sich kontinuierlich an, so dass die letzten Werte auch
dem minimalen erreichten Fehler entsprechen. In der Fehlerzeile sind die Funktionswerte der
Kostenfunktion

J(y, ŷ) =
nÿ

k=1

(ŷ ≠ yk)2

am Ende der Optimierung festgehalten. Zu Beginn (erste Prognose mit den für Kp und Ki

vorgegebenen Startwerten) des Prozesses beträgt der Funktionswert J(y, ŷ) ¥ 5.88e8 .

Endwerte Gradient Descent  Adam  
(!=0.001, "1=0.9, "2=0.999)

Adam 
(!=1, "1=0.4, "2=0.5)

BFGS 

Iterationen 1000 1000 1000 10

Kp ≈ 22 109.41 ≈ 10 000.98 ≈ 10 999.72 39	999.99999999998

Ki ≈ 48.89 ≈ 10.98 ≈ 45.86 49.99999999999985

Fehler ≈ 5.39e7 ≈ 5.47e8 ≈ 1.94e8 ≈	8.84e-22

benötigte Zeit  
(ø aus 100 Durchläufen) - (Abbruch) - (Abbruch) - (Abbruch) 2,536s

Tab. 7.1: Vergleich der Optimierungsalgorithmen

Bei dieser speziellen Aufgabe zeigt sich eine deutliche Überlegenheit des BFGS-Algorithmus.
Dieser Algorithmus ist besonders gut für steife Differentialgleichungssysteme und determi-
nistische Kostenfunktionen geeignet. Da er auch die zweiten Ableitungen aus der approxi-
mierten Hesse-Matrix nutzt, konvergiert die Lösung bei dieser kleinen Zahl von Parametern
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sehr schnell gegen das Minimum. Abbildung 7.1 zeigt den Verlauf der Annäherung an das
Minimum der Kostenfunktion.

Annäherung an die Zielparameter mit BFGS und ForwardDiff Sensitivity

0

5x108

4x108

3x108

2x108

1x108

Abb. 7.1: Annäherung des BFGS-Algorithmus an das Minimum der Kostenfunktion

Iterationen Kp Ki
 

∂L/∂Kp ∂L/∂Ki

1.0 ≈ 10000.00 ≈ 10.00 ≈ 5.88e8 ≈ -46419.58 ≈ -4.45e7

2.0 ≈ 10000.09 ≈ 91.44 ≈ 2.87e8 ≈ -30498.77 ≈ 2.58e6

3.0 ≈ 41348.62 ≈ 76.37 ≈ 8.39e6 ≈ 255.87 ≈ 497991.96

4.0 ≈ 39497.20 ≈ 55.24 ≈ 496456.84 ≈ -128.84 ≈ 169531.16

5.0 ≈ 39270.21 ≈ 51.06 ≈ 88100.17 ≈ -188.14 ≈ 37319.52

6.0 ≈ 39537.57 ≈ 49.53 ≈ 32567.88 ≈ -121.39 ≈ -19489.16

7.0 ≈ 40004.90 ≈ 49.99 ≈ 4.09 ≈  40004.90 ≈ -274.25

8.0 39999.9992011812 49.99999636325434 ≈ 3.39e-7 ≈ -0.00022 ≈ -0.14

9.0 40000.00000007049 49.99999999989074 ≈ 8.40e-16 ≈ 1.78e-8 ≈ -3.89e-6

10.0 39999.99999999998 49.99999999999985 ≈ 8.84e-22 ≈ -1.42e-11 ≈ -1.83e-9

 
Daten erzeugt mit: Euler(), saveat: 1/s, RBC:Neumann, Kp=40000 Ki=50.0 
 

ML mit: Euler(), saveat: wie Daten, RBC:Neumann (wie Daten), Optim.: BFGS(), sensealg=ForwardDiffSensitivity(convert_tspan=true),      
Start-Parameter: Kp=10000 Ki=10

n

∑
k=1

( ̂yk − yk)2

Tab. 7.2: Parameter, Funktionswert der Kostenfunktion und Gradienten für alle Datenpunkte des BFGS

In Tabelle 7.2 sind die Parameter, der Funktionswert der Kostenfunktion und die partiellen
Ableitungen bezüglich beider Parameter für alle Datenpunkte dieser Annäherung zusam-
mengestellt. Parameter und Fehler sind tatsächlich verwendete, mittels Callback ausgege-
bene Werte, während die partiellen Ableitungen der Kostenfunktion an den Datenpunkten
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nachträglich mit Zygote [12] berechnet wurden. In Abb. 7.2 ist zu sehen, wie sich der Tem-
peraturverlauf am Stabende in wenigen Iterationen an die vorgegebenen Zielwerte annähert.

(a) Schritt1 (1.Prognose, Startwerte) (b) Schritt 2

(c) Schritt 3 (d) Schritt 10

Abb. 7.2: Temperatur am Stabende (x = x11) im Verlauf des ML mit BFGS und ForwardDiffSensitivity

Der Adam-Algorithmus hat im Unterschied dazu seine Stärken im Training tiefer neuronaler
Netze, wobei nicht die tatsächlichen Parameter des Modells optimiert werden, welches das
Problem mathematisch und physikalisch beschreibt. Stattdessen werden Gewichte und Bias
eines neuronalen Netzes in Bezug auf ein Testset optimiert, um die Leistung dieses Neu-
ronalen Netzes für gleichartige Probleme zu verbessern. Es handelt sich also eher um eine
indirekte Optimierung [7, S. 272].

Es fällt auf, dass sowohl Gradient Descent als auch die Adam-Variante mit großer Lernrate
und geringerer Dämpfung der Momentschätzungen große Schwierigkeiten bei der Annähe-
rung des Kp-Wertes haben. Dies mag verwundern, betrachtet man Abb.6.1 oder auch Abb.
7.1. Hier entsteht der Eindruck, der steilste Abfall müsse - orthogonal zu den Konturlinien -
etwa in diagonaler Richtung erfolgen. Somit könnte man auch für den Kp-Wert eine deutliche-
re Korrektur in Richtung des negativen Gradienten erwarten. Man beachte allerdings die un-
terschiedliche Skalierung von X- und Y-Achse in der Abbildung. Betrachtet man dagegen den
ersten Datenpunkt aus Tabelle 7.2 hinsichtlich der partiellen Ableitungen der Kostenfunktion
(hier mit L für loss bezeichnet) wird deutlich, dass der Gradient I am Startpunkt tatsäch-

IMan beachte den Vorzeichenwechsel bei den partiellen Ableitungen, da die Parameter in Richtung des
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lich sehr viel stärker in Ki-Richtung weist als in Kp-Richtung. Aufgrund der streng konvexen
Form der Kostenfunktion muss deren partielle Ableitung in Bezug auf Kp bei Annäherung an
das Minimum betragsmäßig kontinuierlich noch weiter abnehmen. Dieser insgesamt eher fla-
che Verlauf der Kostenfunktion in Kp-Richtung erschwert möglicherweise das Auffinden des
Kp-Wertes für die beiden Verfahren erster Ordnung.

7.2 Reduktion der Zieldaten für den BFGS-Algorithmus

Für den Vergleich der Optimierungsverfahren wurden die Temperaturverläufe aller nx = 11
Ortspunkte verwendet. Im nächsten Schritt soll festgestellt werden, ob der BFGS-Algorithmus
auch mit weniger Daten - d.h. weniger Ortspunkten - das Minimum der Kostenfunktion auf-
finden kann. In Tabelle 7.3 ist das Ergebnis des Optimierungsalgorithmus für verschiedene
Kombinationen von Ortspunkten erfasst.

Messpunkte Zeit (s)
 

Kp Ki

x₁x₂x₃x₄x₅x₆x₇x₈x₉x₁₀x₁₁ 4.32 8.04E-23 40000.00 50.00

x₂x₃x₄x₅x₆x₇x₈x₉x₁₀x₁₁ 4.49 1.12E-23 40000.00 50.00

x₃x₄x₅x₆x₇x₈x₉x₁₀x₁₁ 4.68 2.81E-24 40000.00 50.00

x₄x₅x₆x₇x₈x₉x₁₀x₁₁ 4.69 9.07E-23 40000.00 50.00

x₅x₆x₇x₈x₉x₁₀x₁₁ 4.59 2.86E-22 40000.00 50.00

x₆x₇x₈x₉x₁₀x₁₁ 4.54 9.97E-24 40000.00 50.00

x₇x₈x₉x₁₀x₁₁ 4.82 1.80E-24 40000.00 50.00

x₈x₉x₁₀x₁₁ 4.53 2.42E-23 40000.00 50.00

x₉x₁₀x₁₁ 4.95 9.47E-22 40000.00 50.00

x₁₀x₁₁ 4.47 1.55E-23 40000.00 50.00

x₁₁ 59.72 1.71E+09 63542.70 14.83

x₁ 26.62 4.33E+10 36276.42 46.11

x₆ 7.54 4.23E+10 60354.72 23.88

x₁x₁₁ 4.33 9.00E-22 40000.00 50.00

x₁x₂ 4.42 6.54E-22 40000.00 50.00

x₁x₆x₁₁ 4.62 3.79E-22 40000.00 50.00

 

Daten erzeugt mit: Euler(), saveat: 1/s, RBC: Neumann,  
    Kp=40000 Ki=50.0 
ML mit: Euler(), saveat: wie Daten, RBC: Neumann, kein cb, Optim.:    
    BFGS( ) mit  sensealg=ForwardDiffSensitivity(convert_tspan=true),  
    Start-Parameter: Kp=10000 Ki=10

1

Nx

J(y, ̂y)

Tab. 7.3: BFGS Optimierung mit verschieden Kombinationen von Ortspunkten

negativen Gradienten aktualisiert werden.
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In der ersten Spalte ist die für den Optimierungsprozess benötigte Zeit festgehalten. Hierfür
wurde allerdings das arithmetische Mittel aus nur 20 Durchläufen festgehalten, weshalb die
Werte nur als grobe Orientierung, nicht als exakte Messung zu verstehen sind.
In der zweiten Spalte wurde der Fehler des Endergebnisses für die jeweilige Kombination
von Ortspunkten festgehalten, d.h. der Funktionswert der Kostenfunktion für die letzte Pro-
gnose. Um diese Werte vergleichbar zu machen wurde der Fehler jeweils auf die Anzahl der
verwendeten Ortspunkte bezogen

1

Nx

J(y, ŷ) =
1

Nx

nÿ

k=1

(ŷk ≠ yk)2

mit Nx Anzahl der verwendeten Ortspunkte,

n = Nx · Nt Anzahl der Werte insgesamt, mit

Nt Anzahl Zeitpunkte (hier Nt = 2101) .

Abbildung 7.3 zeigt diese Werte nochmals grafisch.
In den letzten beiden Spalten von Tabelle 7.3 sind schließlich die erlernten Werte für Kp und
Ki am Ende der Optimierung festgehalten.
Es zeigt sich, dass bereits die Temperaturverläufe von zwei Ortspunkten ausreichen, um
die Parameter aus diesem Datensatz mit dem BFGS-Algorithmus mit hoher Genauigkeit zu
ermitteln.
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Abb. 7.3: Fehler nach Optimierung mit BFGS für verschiedene Kombinationen von Ortspunkten
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7.3 Umrisshafter Vergleich mit dem Rodas4-Algorithmus

Abschließend wurde zum Vergleich die Optimierung mit der Datentabelle des adaptiven
Rodas4-Lösers durchgeführt. Die Vorhersagen wurden ebenfalls mit Rodas4 erstellt. Hierbei
wurden wiederum alle nx = 11 Ortspunkte verwendet. Allerdings benötigt der adaptive Al-
gorithmus nur 34 Zeitpunkte (33 Lösungsschritte), was in Abschnitt 5.2 beschrieben ist. Im
Gegensatz dazu enthält die Datentabelle des expliziten Euler-Algorithmus 2101 Zeitpunkte.
Um die Fehler der beiden numerischen Löser vergleichbar zu machen, wurden die Funkti-
onswerte der Kostenfunktion am Ende der Optimierung hier auf die verwendete Anzahl von
Zeitpunkten bezogen. Die Ergebnisse zeigt Tabelle 7.4.

Numerischer Löser Optimierungsverfahren

Gradient 
Descent 

Adam  
(!=0.001, "1=0.9, 

"2=0.999)

Adam 
(!=1, "1=0.4, 

"2=0.5)

BFGS 

Euler explizit

Kp 22 109.401 10000.98 10 999.72 40 000

Ki 48.89 10.98 45.86 50

25 658.97 260 409.92 92 511.3 4.21E-25

Rodas4

Kp 23 001.04 10 000.99 10 999.81 40 156.03

Ki 67.52 10.98 73.44 50.20

45 425.77 304 269.60 158 160.43 3.70

1

Nt
J(y, ̂y)

1

Nt
J(y, ̂y)

beachte:  Eulerverfahren  Nt  = 2101    Rodas4   Nt  =34 
Zielwerte:   Kp = 40 000, Ki = 50        Startwerte: Kp = 10 000, Ki = 10

Tab. 7.4: Erster Vergleich der Optimierungsverfahren mit dem Euler- und dem Rodas4-Löser

Auch hier liefert der BFGS-Optimierer das beste Ergebnis im Vergleich der drei Optimie-
rungsalgorithmen. Allerdings erreicht die Annäherung an die Zielwerte ein nicht ganz so
hohes Maß wie beim Euleralgorithmus (Fehler in der Größenordnung 10≠25 für 11 Orts-
punkte). Inwieweit dies jedoch auf den verwendeten Lösungsalgorithmus zurückzuführen ist
und inwieweit die Größe des verwendeten Datensatzes (Nt = 34 Zeitpunkte bei Rodas4
gegenüber Nt = 2101 beim Euler-Verfahren) das Ergebnis beeinflusst, kann anhand dieses
orientierenden Vergleichs nicht festgestellt werden. Es erscheint jedoch wahrscheinlich, dass
die sehr gute Leistung des BFGS-Algorithmus bei der Optimierung der Parameter für dieses
System auch auf andere numerische Löser übertragbar ist.

7.4 Fazit zum BFGS-Verfahren

Der BFGS-Algorithmus findet im maschinellen Lernen eher selten Anwendung. Er ist für
stochastische Differentialgleichungen nicht gut geeignet, ebenso wenig für Mini-Batching.
Da die inverse Hessematrix gespeichert werden muss, ist er auch für komplexe neuronale
Netzwerke mit einer sehr großen Parameteranzahl unvorteilhaft [7, S. 313].
Für diese spezielle Optimierungsaufgabe mit einer streng konvexen, deterministischen Opti-
mierungsfunktion und sehr kleiner Parameterzahl liefert er jedoch hervorragende Ergebnisse

53



KAPITEL 7. ERGEBNISSE DES MASCHINELLEN LERNENS

und ist dem Gradient Descent- und dem Adam-Algorithmus weit überlegen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden die drei Optimierungsalgorithmen hinsichtlich eines spe-
ziellen Optimierungsproblems verglichen. Es wurden Parameter des Modells, welches das
Wärmeleitungsproblem numerisch beschreibt, direkt optimiert.
Für spätere Untersuchungen wäre es beispielsweise interessant, für das maschinelle Lernen
nicht das gesamte Modell zu verwenden. Stattdessen könnte ein neuronales Netz darauf
trainiert werden, die fehlenden Teile des Gleichungssystems zu ersetzen und auf dieser Basis
die Lösung zu optimieren.
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